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1. Es seien A, B, C, D die aufeinanderfolgenden Ecken eines 
einer Kurve K zweiter Ordnung eingeschriebenen vollständigen Vier- 
eckes, wobei von den Eckenpaaren A, B und C, D entweder eines 
oder auch beide Paare imaginär und konjungirt sein können, also 
die beiden Geraden AB und CD jedenfalls reell sind. Es seien 
a, b, c, d die Tangenten durch A, B, C, D an K. Sind dann von 
den Eckenpaaren A, B und C, D eines oder auch beide imaginär 
und konjungirt, so sind auch von den Tangentenpaaren a, b und 
c, d eines oder beide imaginär und konjungirt. Die Durchschnitte 
ab und cd sind immer reell. Unter allen Umständen sind ab, cd, 
ad, be, ac, bd die Pole von AB, CD, AD, BC, AC, BD. (L. P.*) 
76/77 p. 26 u. f.). Es ist also (ac, bd) die Polare des Punktes 
(AC, BD) (L. P. 76/77 p. 31). Weil aber (AB, CD), (AD, BC) und 
(AC, BD) ein Tripel konjugirter Punkte in Bezug aufK sind (L. P. 76:77 
p- 35 u. 38), so liegen (AB, CD) und (AD, BC) auf (ac, bd). 
Ebenso folgt, dass (AB, CD) und (AC, BD) auf (ad, be), und (AD, 
BC), (AC, BD) auf (ab, cd) liegen müssen. Es folgt also: 

Sind eimer Kurve zweiter Ordnung ein vollständiges Viereck ein- 
und ein vollständiges Vierseit umschrieben von der Art, dass die Ecken 
des ersteren die Berührungspuncte der Seiten des Ietzteren sind, so 
liegen die Durchschnitte der Gegenseiten des Viereckes auf den Ver- 
bindungslinien der Gregenecken des Vierseites. 

2. Sind M und N zwei imaginäre konjungirte Punkte einer 
Kurve K zweiter Ordnung, so sind die Verbindungslinien irgend 
eines reellen Kurvenpunktes mit M und N zwei imaginäre kon- 
Jungirte Gerade (L. P. 76/77 p. 14), d. h. mit anderen Worten: 


Aus zwei imaginären konjungirten Punkten einer Kurve zweiter - 


Ordnung werden sämmtliche reelle Punkte der Kurve durch ima- 
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ginäre konjungirte Strahlenpaare projieirt. Da ferner zwei imagi- 
näre Gerade der Ebene sich nur in einem Punkte schneiden können, 
der immer reell ist, wenn die beiden imaginären Geraden konjungirt 
sind, und nur der Durchschnitt zweier nicht konjungirter imaginärer 
Geraden ein imaginärer Punkt ist, so folgt, dass ein und derselbe 
imaginäre Kurvenpunkt aus M und N durch zwei imaginäre nicht 
konjungirte Strahlen projieirt wird. 

Ein Gleiches findet statt, wenn eine geradlinige Punktreihe aus 
zwei imaginären konjungirten Punkten, deren reelle Verbindungs- 
linie nicht mit dem Träger der Punktreihe zusammenfällt, projieirt 
wird. Es folgt also: 

Aus zwei imaginären konjungir- 
ten Punkten ewmner Kurve ziveiter 
Ordnung werden die sämmtlichen 
reellen Punkte der Kurve durch 
imaginäre konjungirte  Struhlen- 


Durch zwei imaginäre konjun- 
girte Tungenten einer Kurve zweiter 
Ordnung werden sämmtliche reelle 
Tangenten der Kurve in imaginären 
konjungirten Punktepaaren geschnit- 


paare projieirt; je zwei imajmäre. 


konjungirte Kurvenpunkte werden 
aber durch je zwei Paar imaginäre 
konjungirte Strahlenpaare projicirt, 
von denen je zwei, durch denselben 
imaginären Kurvenpunkt gehende, 
nicht konjungirt sind. Dasselbe gilt 
von den reellen und imaginären kon- 
Jungirten Punkten einer geradlinigen 
Pıumktereihe auf reellem Träger, 
welche aus zwei nicht auf dem 
Träger der Punktereihe liegenden 
imaginären konjungirten Punkten 
projieirt wird. 


ten; je zwei imaginäre konjungirte 
Tangenten werden in je zwei Paar 
imaginären konjungirten Punkte- 
paaren geschnitten, von denen je 
zwei auf einer und derselben imagi- 
nären Tangente liegende nicht kon- 
jungirt sind. Dasselbe gilt von den 
reellen und imayinären konjungirten 
Strahlen ewmes Strahlenbüschels mit 
reellem Mittelpunkte, welcher von 
zwei nicht durch den Mittelpunkt 
des Strahlenbüschels gehenden imagi- 
nären konjungirten (Greraden ge- 
schnitten wird. 


3. Es seien nun A und B zwei beliebige reelle oder imaginäre 


konjungirte Kurvenpunkte, welche aus M und N bezüglich durch die 
Strahlen a, 6 und a,, b, projieirt sind. Es bilden dann MN, AB; 
a, b, und a,, b die drei Paar Gegenseiten eines der Kurve ein- 
geschriebenen vollständigen Viereckes, in welchem MN und AB 
immer reell sind. Legt man durch M und N die Tangenten u und 
yv, und durch A und B die Tangenten a und b an die Kurve, so 


yr 
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bilden diese ein der Kurve umschriebenes Vierseit, dessen Seiten die 
Kurve in den Ecken des eingeschriebenen Viereckes MNAB be- 
rühren. Es liegen daher auf der Verbindungslinie der Gegenecken 
u», ab des Vierseites die Durchschnitte der Gegenseiten-Paare MB, 
NA und MA, NB des Viereckes (1); d. h. es geht die Gerade 
(ab, , a,b) durch den Punkt uv. Diess gilt für jedes reelle oder 
imaginäre konjungirte Punktepaar A und B der Kurve. 

Ist die Kurve durch zwei reelle Gerade vertreten, von denen 
die eine die Verbindungslinie der imaginären konjungirten Punkte 
M und N ist, während die andere der Träger einer geradlinigen 
Punktereihe ist, die aus M und N projieirt wird, so bilden die 
Punkte ab, und a,b die Gegenecken eines einfachen Viereckes, 
dessen anderes Paar Gegenecken A und B sind. MN ist die Ver- 
bindungslinie der Durchschnitte der Gegenseitenpaare a,b und a,, b;; 
(ab, , a,b) ist die eine, und AB die andere Diagonale. Es geht 
also (ab, , a,b) durch jenen Punkt der MN, welcher M und N vom 
Durchschnitte der AB mit MN harmonisch trennt. Diess gilt für 
irgend ein Paar reelle oder imaginäre konjungirte Punkte der pro- 


Jieirten Punktereihe (L. P. 76/77 p. 15 u. 16). Es folgt daher: 


Die Verbindungsliniender Punkte, 
im welchen sich je ein Paar Strahlen, 
die reelle oder imayinäre konjungirte 
Punktepaare ewmer Kurve zweiter 
Ordnung aus zwei imaginären kon- 
jungirten Punkten derselben projt- 
ciren, wechselseitig schneiden, gehen 
alle durch den Pol der reellen Ver- 
bindunyslinie der beiden imaginären 
konjungirten Projektionsmittelpunkte 
in Bezug auf die Kurve. 


Zerfällt die Kurve in zwei reelle 
Gerade, auf deren einer die beiden 
imaginären konjungirten Projektions- 
mittelpunkte liegen, so gehen die er- 
wähnten Verbindungslinien alledurch 
jenen Punkt, welcher die beiden 


Die Durchschnitte der Geraden- 
pauare, welche je zwei Pawr Punkte, 
in denen zwei imaginäre konjun- 
girte Tangenten einer Kurve zweiter 
Ordnung von irgend zwei reellen 
oder imaginären konjungirten Tang- 
enten geschnitten werden, wechsel- 
seitig verbinden, liegen alle in der 
Polare des reellen Durchschnittes 
der zwei geschnitten imaginären 
konjungirten Tangenten in Bezug 
auf die Kurve. 

Zerfällt die Kurve in zwei Punkte, 
von denen der eine der reelle Durch- 
schnitt der heiden imaginären kon- 
Jungirten Tangenten ıst, so liegen 
die erwähnten Durchschnitte auf 
der (reraden, welche die imaginären 
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Projektionsmittelpunkte von dem | konjungirten Tangenten von der Ver- 
Durchschnitte der beiden (Greraden | bindungslinie der beiden Punkte har- 
harmonisch trennt. monisch trennt. 

5. Es seien M und N zwei imaginäre konjungirte Punkte, und 
A, B, C drei beliebige reelle Punkte der Ebene, von denen A weder 
auf der Geraden BC noch auf MN liegt. Ziehen wir aus B und © 
nach M und N die Strahlen b, b, und c, «,, so sind bc, und bc 
zwei imaginäre konjungirte Punkte, welche daher auf einer reellen 
Geraden (b,c, bc,) liegen (2). Zieht man noch aus A nach M und 
N die Strahlen a,.a,, so sind auch ab, und a,b imaginäre kon- 
Jungirte Punkte, welche ebenfalls auf einer reellen Geraden (ab,, 
a,b) liegen. Beide Gerade schneiden sich in einem Punkte P. Ist 
A der Punkt, welcher den Punkt P von A und HN harmonisch 
trennt, und ziehen aus A und 4 bezüglich nach zwei beliebigen 
konjugirten Punkten M und WM, der die Punkte M und N ver- 
tretenden involutorischen Punktereihe die Strahlen m, m, und u,, u, 
so ist dadurch ein einfaches Viereck M(mu) M,(m,u,) bestimmt, 
in welchem der Durchschnitt des einen Gegenseitenpaares [M(mu), 
M,(m,u,)] = A und der Durchschnitt des anderen Gegenseiten- 
paares |Wum, u), M,(mu)] = A, die eine Diagonale MM, = MN 
und die andere Diagonale (mu, m,u,) ist. Es geht also (mu, m, ) 
durch den Punkt von AA, welcher A und 4 von MN harmonisch 
trennt, d. i. durch P. Aus dem einfachen Vierecke MAM,A folgt 
aber auch, dass (MA, M,A) = mu und (MA, MA) = (mu) 
durch A4 und MM,, d. i. durch P und MN harmonisch getrennt 
sind. Da M und WM, ein Paar beliebige konjugirte Punkte der die 
imaginären konjungirten Punkte M und N vertretenden involutorischen 
Punktereilie sind, so folgt, dass, wenn man sänmtliche konjugirte 


Punktepaare , AU; BB 3 ::.... M, M, aus A durch die 
Strahlenpaare a, a,; bb; , & ..... m, m, und aus 4 durch 
die Strahlenpaare &,, a; ßı, PB; Yır Ir: u,, 4 bezüglich pro- 


jieirt, die Verbindungslinien (ao, a,«), (bP, b,Aı) (er GAfı) +. -- 
(mu, m,4#,) sämmtlich durch P gehen, und dass die Punktejaare 
20,2,.0,5.bB, DB 5 0 ON irini mu, ma, durch P von MN 
harmonisch getrennt sind, daher involutorisch liegen. Nun sind in 
einer involutorischen geradlinigen Punktereihe zwei projektivische 
Punktercihen so vereinigt, dass, wenn in «dem einen M von zwei 
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konjugirten Punkten der Punkt O und 2, der beiden projektivischen 
Punktereihen aufeinander liegen, in dem anderen M, die diesen 
Punkten entsprechenden Punkte O, und 2 vereinigt sind. Es sind 
also die beiden Strahlenbüschel um A und _4 projektivisch, und 


zwar sind a, 0; 2,0; 5b, ß; b, A543 Cu Yırs-eıe- m, , 
m,, 4, entsprechende Strahlenpaare; daher liegen die Punkte ax, 
2,0%, bB, b,ßı, 69, Gfı --:--- mu, m,4, in einer Kurve K zweiter 


Ordnung, welche auch durch A und _4 geht. Aus dem der K ein- 
geschriebenen vollständigen Vierecke A(m,u) A(mu) folgt aber 
auch, dass [A(m,,), Ama)] = M, ; [Alma), Am,a,)] = M und 
[-1A, (mu, m,u,)] = P ein Tripel konjugirter Punkte in Bezug auf 
K sind. Es bildet somit P mit jedem Paare konjugirter Punkte 
der die Punkte M und N vertretenden involutorischen Punktereihe 
ein Tripel konjugirter Punkte in Bezug auf K, folglich ist diese in- 
volutorische Punktereihe die der MN in Bezug auf K zugehörige, 
und es geht daher K durch die Ordnungspunkte M und N der- 
selben. Es geht aber K auch durch die Punkte B. und C; denn 
wäre diess nicht der Fall, so müsste K die BC in zwei anderen 
reellen oder imaginären konjungirten Punkten B‘, C’ schneiden. 
Zöge man dann aus B’ und C’ nach M und N die Strahlen b’, b,‘ 
und c‘, c,‘, so müssten, da B, C und B‘, C’ Punktepaare einer und 
derselben Geraden sind, die reellen Geraden (bc,, b,c) und (b’e, ‘, 
b,‘c‘) durch den Punkt der IN gehen, welcher M und N von dem 
Punkte (MN, BC) harmonisch trennt (3). Nun geht, wie gezeigt, 
(bc,, b,c) durch P, und, da B‘, C‘ Punkte der K wären, und P der 
Pol von MN in Bezug auf K ist, so müsste auch (b’c,‘, b,‘c‘) durch 
P gehen, also müsste P auf MN liegen (3), d. h. es müsste der 
Pol der Geraden MN, welche nothwendig ganz in dem von K aus- 
geschlossenen Ebenentheile liegt, in Bezug auf K, auf MN selbst 
liegen, was den einfachsten Sätzen aus der Theorie der Polaren 
widerspricht. 

Da durch Jie projektivischen Strahlenbüschel um A und 4 nur 
eine Kurve zweiter Ordnung bestimmt ist, so folgt: 

Sind in einer Ebene zwei imagi- | Sind in einer Ebene zwei imagi- 
näre konjungirte und drei reelle | näre konjungirte und drei reelle 
Punkte von der Art gegeben, dass | Gerade gegeben von der Art, dass 
keine drei in gerader Linie liegen, | keine drei durch einen Punkt gehen, 
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so lässt sich durch diese fünf Punkte 
immer eine, aber auch nur eine 
Kurve zweiter Ordnung legen. 


so läzst sich immer eine, aber auch 
nur eine Kurve zweiter Ordnung 
beschreiben, welche diese fünf (re- 
raden zu Tangenten hot. 


6. Die vorausgehende Betrachtung hat fortwährend Geltung, 
wie nahe auch B an C rücken mag; muss also auch dann noch 
Geltung haben, wenn B mit C zusammenfällt, d. h. wenn BC eine 


Tangente an K wird. Es folgt also: 


Sind in einer Ebene zwei imagı- | 
näre konjungirte und zwei reelle 
Punkte und durch einen der letzteren 
eine reelle Grerade gegeben, so lüsst 
sich immer eine, aber auch nur eine 
Kurve zweiter Ordnung beschreiben, 
welche durch die vier gegebenen 
Punkte geht, und die gegebene (re- 
rade zur Tangente hat. 


4 


Sind in einer Ebene zwei imagi- 
näre konjungirte und zwei reelle 
(rerade und auf emer der letzteren 
ein reeller Punkt gegeben, so lässt 
sich immer eine, aber auch nur eine 
Kurve zweiter Ordnung beschreiben, 
welche die vier gegebenen Geraden 
zu Tangenten hat, und durch den 
gegebenen Punkt geht. 


Anmerkung. Sei in diesem Falle @ der Durchschnitt der BC mit MN, 


und Qı der Punkt, welcher dem @ in der die Punkte W und N vertretenden in- 
volutorischen Punktereihe konjugirt ist, so geht durch Qı die Polare des Punktes 
Q in Bezug auf die gesuchte Kurve K. Diese muss aber auch durch den Be- 
rührungspunkt der BU auf K gehen, ist also QıB. Zieht man also AQ, welche 
die QıB in dem Punkto M schneidet und bestimmt den Punkt D, welcher A von 
M und Q harmonisch trennt, so ist die durch % N, A, B, D gelegte Kurve die 


gesuchte Kurve K. 


7. Um den Punkt P zu bestimmen, waren in 5 die Punkte B 


und C erforderlich. 


Ist also P gegeben, so sind B und C über- 


flüssig. Nun ist P der ree:le Durchschnitt der an K durch M und 
N gehenden imaginären konjungirten Tangenten, daher folgt: 


Durch zwei gegebene imaginäre 
konjungirte Punkte, die aus einem 
gegebenen reellen Punkt durch zwei 
imapinäre konjungirte Gerade projt- 
eirt werden, und einen zweiten ge- 
gebenen reellen Punkt, der weder mit 
den beiden gegebenen imaginären 
konjungirten Punkten in einer Ge- 
raden liegt, noch mit dem gegebenen 


Durch zwei gegebene imaginäre 
honjungirte Gerade, die von eimer 
gegebenen reellen Geraden in zwei 
imaginären konjungirten Punkten 
geschnitten werden, und eine zweite 
gegebene reelle (serade, die weder 
durch den Durchschnitt der beiden 
gegebenen imaginären konjungirten 
Greraden geht, noch mit ersterer 


Projectionsmittelpunkte zusammen- 
fällt, ist immer eine, aber auch nur 
eine Kurve zweiter Ordnung be- 
stimmt, welche durch den letzteren 
reellen Punkt und die beiden imagi- 
nären konjungirten Punkte geht, und 
zugleich die diese Punkte aus ersterem 
reellen Punkte projicirenden inagi- 
nären konjungirten Geraden zu Tang- 


Schnittlinie zusammenfällt, ist immer 

eine, aber auch nur eine Kurve 
zweiter Ordnung bestimmt, welche 
die letztere reelle Gerade, und die 
beiden imaginären konjungirten Ge- 
raden zu Tangenten hat, und zu- 
gleich durch die imaginären kon- 
jungirten Schnittpunkte der ersteren 
reellen (Greraden geht. 


enten hat. . 


Anmerkung. Sind M, Mı irgend zwei konjugirte Punkte der die ima- 
ginären konjungirten Punkte M und N vertretenden involutorischen Punktereihe 
und P der gegebene reelle Projektionsmittelpunkt der Punkte M und N, so müssen 
P, W, Dtı ein Tripel konjugirter Punkte in Bezug auf die gesuchte Kurve K sein. 
Ist dann A der weiter gegebene reelle Punkt, durch den K gehen scll, und be- 
stimmt man den Punkt 4, welcher A von P und MN, sowie den Punkt 4, 
welcher A von W und PM, harmonisch trennt, so ist die durch A, 2 4',M,N 
gehende Kurve die gesuchte Kurve K. 

8. Es seien nun M, M, und N, N, zwei Paar ae kon- 
Jungirte Punkte in der Ebene. Durch diese ist ein vollständiges 
Viereck MM,N,N bestimmt, dessen reelle Gegenseiten MM,, NN, 
sich in einem Punkte P durchschneiden mögen. Es sei ferner der 
Durchschnitt (MN, M,N,) = > und der Durchschnitt (MN,, M,N) 
”‘, so sind X und Y' reelle Punkte, und es sind P, Y und > 
ein Tripel konjugirter Punkte in Rezug auf jede Kurve zweiter 
Ordnung, welche dem Vierecke MM,N,N umschrieben ist (L. P. 
76/77 p. 38). Es geht also 38° durch jene zwei Punkte P‘’ und P,‘, 
welche bezüglich M,M, und N, N, von P harmonisch trennen. Es 
sei ferner A ein beliebiger reeller Punkt der Ebene, welcher aber 
weder auf MM, noch auf NN, liegt, und seien B und C die Punkte, 
welche A einerseits von P und SY‘, anderseits von S° und PX har- 
monisch trennen, so ist durch die drei reellen Punkte A, B, C und 
die beiden imaginären konjungirten Punkte M und M, eine Kurve 
K zweiter Ordnung bestimmt '5). Da P von Z8° sowohl durch M 
und M, als auch durch A und B harmonisch getrennt ist, so ist 
’’ der Pol von Z2° in Bezug auf K. Da ferner C und A durch 5 
und (AY', PS) harmonisch getrennt sind, so muss die Polare von 5 
in Bezug auf K durch den Punkt (A&‘, PS) gehen. Diese Polare 


—,) 
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muss aber auch durch den Pol P von Z8°' gehen; daher ist PF diese 
Polare, der Pol von PF' in Bezug auf K muss also sowohl auf 
PZ als auf 28° liegen, d. h. es muss 3 dieser Pol sein. Es sind 
also P, = und 8 ein Tripel konjugirter Punkte in Bezug auf K; 
d. h. es sind PXY' die Durchschnitte der Gegenseiten eines der K 
eingeschriebenen vollständigen Viereckes mit vier reellen oder zwei 
Paar imaginären konjungirten Ecken. Da nun die reellen Gegen- 
seiten eines vollständigen Viereckes mit zwei Paar konjungirten 
imaginären Ecken durch die Durchschnitte der zwei Paar imagi- 
nären konjungirten Gegenseiten harmonisch getrennt sind (L. P. 
76/77 p. 39), und es nur einen durch P gehenden Strahl gibt, 
der von MM, durch 3 und ° harmonisch getrennt ist, so müssen, 
wenn man M und M, als Ecken eines solchen Viereckes nimut, die 
beiden anderen Ecken des Viereckes auf NN, liegen. Da nun nur 
zwei Gerade durch 2 nach M und M, gezogen werden können, und 
diese zugleich auch durch N und N, gehen, und das Gleiche auch 
vom Punkte 2’ gilt, so können nur N und N, die auf NN, liegen- 
den Ecken eines vollständigen Viereckes sein, dessen andere Ecken 


M und M, sind, und dessen Gegenseiten sich in P, 8 und 2‘ durch- | 


schneiden; d. h. es muss K auch durch N und N, gehen. Es 
folgt also: 


Es lässt sich immer eine und 
zwar nur eine Kurve zweiter Ord- 
nung beschreiben, welche durch zwei 
Paar gegebene imaginäre konjungirte 
Punkte und einen gegebenen reellen 
Punkt geht, der auf keinem der 
Träger der imaginären konjungirten 
Punktepaare liegt.*) 


Es lässt sich immer eine und 
zwar nur eine Kurve zweiter Ord- 
nung beschreiben, welche zwei Paar 
gegebene imaginäre konjungirte Gre- 
rade und eine gegebene reelle Gerade, 
welche durch keinen der Durch- 
schnitte der imaginären konjungirten 
Greradenpaare geht, zuTangenten hat. 


9. Ist A ein gemeinschaftlicher Punkt zweier Kurven K und K, 


zweiter Ordnung, so liegt der eine von A aus gehende Zweig der 
Kurve K innerhalb K,, der zweite von A aus gehende Zweig der 
K ausserhalb K,. Da nun jede Kurve zweiter Ordnung eine ge- 
schlossene Kurve ist, so muss ein auf K sich immer in demselben 
Sinne bewegender Punkt wieder zu seinem Ausgangspunkte zurück- 


*) v. Staudt. B. z. G. d. L. p. 118. 
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kommen. Bewegt sich also ein Punkt P von A aus auf der Kurve 
K,, z.B. so, dass er von A aus im Anfange seiner Bewegung inner- 
halb K, gelangt, so muss er, um zu A, ohne rtickläufig zu werden, 
wieder zurlickzukommen, die Kurve K, mindestens noch ein zweites 
Mal überschreiten. Da aber eine Kurve zweiter Ordnung erst durch 
fünf Punkte bestimmt ist, so kann P, bevor er nach A zurückkehrt, 
die Kurve K, ein drittes Mal überschreiten, dann muss er aber, 
weil er dann wieder innerhalb K, sich befindet, die K, noch ein 
viertes Mal überschreiten. Daher: 

Haben zwei Kurven zweiter Ord- Haben zwei Kurven zweiter Ord- 
nung einen reellen Punkt gemein, |nung eine reelle gemeinsame Tang- 
so haben sie mindestens noch einen | ente, so haben sie mindestens noch 
oder noch drei reelle Punkte gemein. | eine oder noch drei reelle gemein- 

same Tangenten. 

10. Ist s eine beliebige Gerade in der Ebene zweier Kurven K 
und K, zweiter Ordnung, so bilden bekanntlich die Polaren der 
Punkte der s in Bezug auf K und K, um ihre Pole S und S, zwei 
projektivische Strahlenbüschel, von der Art, dass die Polaren eines 
und desselben Punktes der s in Bezug auf K und K, zwei ent- 
sprechende Strahlen sind. Es liegen also die Durchschnitte der 
entsprechenden Strahlen, d. i. die Punkte, von denen jeder einem 
Punkte der s in Bezug auf jede der beiden Kurven K und K, kon- 
Jugirt ist, in einer durch S und S, gehenden Kurve 8 zweiter Ord- 
nung. Ebenso liegen die den Punkten einer zweiten Geraden s, in 
Bezug auf K und K, konjugirten Punkte in einer neuen Kurve 
zweiter Ordnung. Beide Kurven haben den dem Schnittpunkte ss, 
= R in Bezug auf K und K, konjugirten Punkt R gemeinsam, 
müssen als» mindestens noch einen reellen Punkt R,, oder noch 
drei reelle Punkte R,, R,, R, gemeinsam haben (0). Ein solcher 
Punkt z. B. R, ist, also sowohl einem Punkte R, auf s, als einem 
Punkte R,’ auf s, in Bezug auf jede der Kurven K und K, kon- 
Jugirt Es ist also R,R,‘ die Polare des Punktes R, sowohl in Be- 
zug auf K als in Bezug auf K,. Es folgt also: 

Es gibt nm der Ebene zweier Kurven zweiter Ordnung wenigstens 
einen reellen Punkt, dessen Polaren in Bezug auf beide Kurven zu- 
summenfallen, oder es gibt drei solche Punkte*) 

*) Schröter, Theorie der Kegelschnitte I. Aufl. p. 389 u. f. 
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11. Es sei PR der Durchschnitt der s mit R,AR,' = r,. Ziehen 
wir durch P, eine beliebige Gerade, welche die der s entsprechende 
Ortskurve 8 in den Punkten ® und M schneidet, und ist P der 
Punkt der s, welcher dem Punkte ® in Bezug auf K und K, kon- 
Jugirt ist, so ist, wenn wir R,P und RB ziehen, ein vollständiges 
Vierseit (PP, PB, PR, RP) entstanden, in welchem die zwei 
Gegenecken (PP, PB) = Pı: (PR, RP = NR, in Bezug auf 
K und K, konjugirt sind, da R, jedem Punkt seiner gemeinschaft- 
lichen Polare r, in Bezug auf K und K,, also auch dem Punkte 
P, in Bezug auf beide Kurven konjugirt ist. Ebenso sind die beiden 
Gegenecken (PP, R,P) = P und (PB, PR) = PB in Bezug auf 


K und K, konjugirt. Es sind also auch die beiden Gegenecken - 


(PP, PR) und (PB, R,P) in Bezug auf K und K, nach dem 
Hesse’schen Satze konjugirt (L. P. 76:77 p. 3). Nun ist PP} = s, 
also ist (PP, PR,) ein Punkt M der s, folglich muss (PB,.R,P) 
ein Punkt der $ sein, und da dieser Punkt auf P,® liegen muss, 
so muss er der Punkt M sein. Dreht man nun PB um P,, so 
beschreiben die Punkte B und M die ganze Kurve 8 und bilden 
die konjugirten Punktepaare einer involutorischen Punktereihe zweiter 
Ordnung auf 8, deren Involutionscentrum P, ist. Diese involu- 
torische Punktereihe wird ans dem auf $ liegenden Punkte R, durch 
einen involutorischen Strahlenbüschel projieirt, welcher auf s eine 
involutorische Punktereihe (erster Ordnung) ausschneidet, von der 
Art, dass jeder von dem Strahle R,M 'ausgeschnittene Punkt P der 
s dem durch den, dem R,WM konjugirten, Strahle R,PB projieirten 
Punkte ® der St in Bezug auf K und K, konjugirt ist. Liegt nun 
P, ausserhalb St, so gehen aus P, zwei reelle Tangenten an 8, deren 
Berührungspunkte E und ‘5 die reellen Ordnungspunkte der von 
den Punkten B und M gebildeten involutorischen Punktereihe zweiter 
Ordnung sind; d.h. es fallen in & und 75 je zwei konjugirte Punkte 
dieser involutorischen Punktereihe aufeinander. Die Projektions- 
strahlen RE — | und R,F = |, schneiden auf s die Ordnungs- 
punkte E und F der von den Punktepaaren P und M gebildeten 
involutorischen Punktereihe aus, so dass in E und F ebentalls je 
zwei Punkte P und M zusammentallen. Es sind also E und & so- 
wohl, als F und ‘5 in Bezug auf K und K, konjugirt, sind also je 
ein Paar konjugirte Punkte der den | und |, in Bezug auf K und 
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K, zugehörigen involutorischen Punktereihen. Sind E, und F, die 
Durchschnitte von | und |, mit r,, so sind auch diese beiden Punkte 
dem Punkte R, in Bezug auf K und K, konjugirt, also sind R,, 
E, auch zwei konjugirte Punkte der der | in Bezug auf K und K, 
zusehörigen involutorischen Punktereihen. Die der | in Bezug auf 
K und K, zugehörigen zwei involutorischen Punktereihen haben 
also zwei Paar konjugirte Punkte E, & und E,, R, gemein, sind 


somit identisch. Das Gleiche gilt für }.. 


Lassen sich aus dem Punkte P,, 
in welchem eine (rerade s in der 
Ebene zweier Kurven K und K, 
zweiter Ordnung von der gemein- 
schaftlichen Polare ı, eines Punktes 
N, in Bezug auf beide Kurven ge- 
schnitten wird, reelle Tangenten an 
die Ortskurve 8 der den Punkten 
der s in Bezug auf beide Kurven 
K undK, konjugirten Punkte ziehen, 
so sind die Projektionsstrahlen | 
und |, der Berührungspunkte dieser 
Tangenten aus R, die Träger zweier 
den Strahlen | und \, in Bezug auf 
jede der Kurven K und K, zu 
gehörigen involutorischen Punkte- 
reihen.*) 


Es folgt daher: 

schneidet der Strahl o,, welcher 
einen Punkt S ın der Ebene zweier 
Kurven K und K, zweiter Ord- 
nung mil dem gemeinschaftlichen 
Pole R, einer Geraden ı, in Bezug 
auf beide Kurven verbindet, die Un- 
hüllungskurve { der den Strahlen 
durch S in Bezug auf beide Kurven 
K und K, konjugirten Strahlen in 
zwei reellen Punkten, so sind die 
durch die Durchschnitte © und ©, 
der durch die Schnittpunkte der o, 
und f an E gezogenen Tangenten mit 
rt, die Mittelpunkte von zwei den 
Punkten © und ©, in Bezug auf 


jede der Kurven K und K, zuge- 


hörigen involutorischen Strahlen- 


büschel. 


12. Die Polaren der Punkte B und M, welche den Punkten 


P und M der s in Bezug auf beide Kurven K und K, konjugirt 
sind, in Bezug auf eben diese Kurven miissen durch die Punkte P 
und M gehen. Bei der Drehung um P, muss nun P®W einmal mit 
t, zusammenfallen, dann sind B und M die Durchschnitte der r, 
mit 8. Bezeichnen wir diese mit B' und M‘ und die ihnen in Be- 
zug auf K und K, konjugirten Punkte der s durch P‘ und M’, so 
müssen -die Polaren von M’ in Bezug auf die beiden Kurven K und 
K, durch M’ gehen. Da nun WM‘ ein Punkt der r, ist, so müssen 


*) Schröter a. a. U. p. 37 u. f£. 
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diese Polaren auch durch den in Bezug auf beide Kurven gemein- 
schaftlichen Pol R, der r, gehen, müssen also in die Gerade RM‘ 
— N,®P' zusammenfallen. Ebenso findet man, dass die Polaren von 
B‘ in Bezug auf K und K, auch mit R,M‘ zusammenfallen müssen. 
Es sind also B, M‘ und AR, ein gemeinsames Tripel konjugirter 
in Bezug auf K und K,. Diese Betrachtung gilt ganz allgemein, 
es mögen PB’ und DW‘ reell oder imaginär sein (L. P 7:77 p. 31 
bis 33). Sind P’ und ®M‘ reell, so sind sie die in Art. 10 mit R, 
und R, bezeichneten Punkte, und es gibt also dann nur ein einziges 
beiden Kurven K und K, gemeinsames Tripel konjugirter Punkte. 
Dass diess auch ganz allgemein statt hat, ergibt sich auf folgende 
Weise: Die Punkte BP’ und WM‘ sind zwei Punkte der r,, welche 
in Bezug auf beide Kurven K und K, konjugirt sind. Sie sind 
also ein Paar konjugirte Punkte einer jeden der beiden involu- 
torischen Punktereihen, von denen die eine in Bezug auf K, die 
andere in Bezug auf K, der rt, zugehört. Zwei verschiedene invo- 
lutorische Punktereihen auf demselben Träger haben aber nur zwei kon- 
jugirte (reelle oder imaginäre konjungirte) Punkte gemein Dass 
die erwähnten zwei involutorischen Punktereihen auf r, verschieden 
sind, folgt daraus, dass die Ordnungspunkte einer jeden einer Ge- 
raden in Bezug auf eine Kurve zweiter Ordnung zugehörigen invo- 
lutorischen Punktereihe die Durchschnitte der Geraden mit der Kurve 
sind, und aus R, an jede der ‚beiden Kurven K und K, zwei Tang- 
enten gehen, also auch tr, jede der beiden Kurven K und K, in 
zwei Punkten schneiden muss. Es gibt also unter jeder Bedingung 
nur zwei Punkte B‘ und M‘, die in der Folge durch R, und R, 
bezeichnet werden sollen, auf r,, welche in Bezug auf K und K, 
konjugirt sind, also auch nur ein gemeinsames Tripel konjugirter 
Punkte für beide Kurven. Da die oben durchgeführte Betrachtung für 
jede Ortskurve $ gilt, so liegen die drei Punkte R,, R,, R, auf 
jeder Ortskurve 8. Da ferner die Verbindungslinien RR, = tr, 
RK = rn ud AR, = 1, ein Tripel konjugirter Strahlen in 
Bezug auf K und K, sind, so folgt zugleich aus der reziproken Be- 
trachtung, dass r,, t,, t, Tangenten an eine jede der Umhüllungs- 
kurven f sein müssen Es folgt also: 

Zwei Kurven zweiter Ordnung haben immer ein gemeinsames Tripel- 
Dreieck, das entweder vollständig reell oder von dem nur ein Punkt 
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und der ihm gegenüberliegende Tripelstrahl reell sind, während die beiden 
anderen Punkte und Strahlen imagmär und konjungirt sind. Dieses 
Tripeldreieck ist einer jeden Ortskurve der den Punkten einer Greraden 
in Bezug auf die beiden gegebenen Kurven konjungirten Punkte einge- 
schrieben, und zugleich einer jeden Umhüllungskurve der den Strahlen 
eines Strahlenbüschels in Bezug auf die beiden Kurven konjugirten 
Strahlen umschrieben. 

Anmerkung. Die um ?Pı sich drehende P,B muss auch einmal mit s 
zusammenfallen, dann fällt B auf M und M auf P, und beide Punkte sind die 
reellen oder imaginären konjungirten Schnittpunkte der s und 8, welche daher 
einander in Bezug auf K und Kı konjugirt sind. Es folgt also: 

Die Durchschnitte einer Geraden in Die Tangenten aus einem Punkte 
der Ebene zweier Kurven K und Kı | in der Ebene zweier Kurven k und kı 
zweier Ordnung mit der ihr zugehörigen | zweiter Ordnung an die dem Punkte zu- 
Ortskurve 8 sind in Bezug auf beide | gehörigen Umhüllungskurven E sind in 
Kurven K und Kı konjugirt. Bezug auf beide Kurven k und kı kon- 

jugirt. 

13. Sind die auf dem, Tripelstrahle r, liegenden Tripelpunkte 
R, und R, imaginär und konjungirt, so liegt jeder Punkt der r, 
ausserhalb einer jeden Ortskurve $t, folglich lassen sich immer aus 
P, reelle Tangenten an f ziehen, folglich gibt es immer zwei re- 
elle Gerade | und |,, welche die Träger je einer involutorischen 
Punktereihe sind, die ihnen in Bezug auf K und K, zugleich zu- 
gehört (11) Ist das Tripeldreieck RR,R, vollständig reell, so 
muss von den drei Seiten desselben wenigstens eine, z. B. r,, in 
ihrer Verlängerung von s geschnitten werden. Der Schnittpunkt P, 
liegt dann wieder ausserhalb 8, und es gilt also wieder das oben 
Gesagte. Da nun eine Kurve zweiter Ordnung den Träger einer 
ihm in Bezug auf sie zugehörigen involutorischen Punktereihe immer 
in den reellen oder imaginären konjungirten Ordnungspunkten der 
involutorischen Punktereihe schneidet, so müssen } und }, von jeder 
der beiden Kurven K und K, in den nämlichen zwei Punkten ge- 
schnitten werden. Es folgt also: 

Irgend zwei Kurven zweiter Ord- Irgend zwei Kurven zweiter Ord- 
nung haben immer vier Punkte ge- | nung haben innmer vier gemeinschaft- 
meinsam, die entweder alle reell, | liche Tangenten, die entweder alle 
oder paarweise imaginär oder kon- | reell oder paarweise bnaginär und 
Jungirt sind, oder von denen zwei | konjungirt sind, oder von denen zwei 
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reell, die beiden anderen imaginär | reell, die beulen anderen imaginär 


und konjungirt sind. 


und konjungirt sund. 


14. Es gibt also immer en zwei Kurven zweiter Ordnung 


eingeschriebenes vollständiges Vier- 
eck, welches entweder 

a) vier reelle Ecken, also drei 
Paar reelle Gegenseiten hat, deren 
Durchschnitte ein reelles gemein- 
sames Tripel konjugirter Punkte in 
Bezug auf beide Kurven sind; 

b) zwei Paar imaginäre kon- 
jungirte Ecken, also ein Paar reelle 
und zwei Paar imaginäre konjun- 
girte Gegenseiten hat, deren reelle 
Durchschnitte, das bei den Kurven 
gemeinschaftliche Tripel konjugirter 
Punkte sind (L. P. 76/77 p. 358.); 

c) zwei reelle und zwei imagi- 
näre konjungirte Ecken, also zwei 
reelle und zwei Paar imaginäre, aber 
nicht konjungirte Gegenseiten hat, 


von denen aber je zwei, durch eine 


unddieselbe reelle Ecke gehende, kon- 
jungirt sind; von den Durchschnitten 
der Gregenseiten ist nur einer, der 
Durchschnitt der reellen Gegenseiten 
reell, während die Durchschnitte 
der beiden anderen Gegenseitenpaare 
imaginär und konjungirt sind; sie 
bilden daher das beiden Kurven ge- 
meinschaftliches Tripel konjugirter 
Punkte, in welchem nur ein Punkt 
reell, die beiden undern aber imagi- 
när und konjungirt sind. 


unschriebenes vollständiges Vierseit, 


| welches entweder 


a) vier reelle Seiten, «lso drei 
Paar reelle Gegenecken hat, deren 
Verbindungslinien ein reelles gemein- 
sanes Tripel konjugirter Strahlen 
in Bezug auf beide Kurven sind; 

b) zwei Paar imaginäre konjun- 
girte Seiten, also ein Paar reelle 
und zwei Paar imaginäre konjun- 
girte Gregenecken hat, deren reelle 
Verbindungslinien das beiden Kurven 
gemeinschaftliche Tripel konjugirter 
Strahlen sind; 

c) zwei reelle und zwei imagi- 
näre konjungirte Seiten, also zwei 
reelle und zwei Paar imaginäre, 
aber nicht konjungirte Gegenecken 
hat, von denen uber je zwei, auf 
einer und derselben reellen Seite 
liegende, konjungirt sind; von den 
Verbindungslinien der (regenecken 
ist nur eine, die Verbindungslinie 
der beiden reellen Gegenecken, reell, 
während die Verbindungslinien der 
beiden anderen Gregeneckenpaare 
imaginär und konjungert sind; sie 
bilden das beiden Kurven gemein- 
schaftliche Tripel konjugirter Strah- 
len, von welchem nur ein Strahl 
reell, die beiden anderen aber unagi- 
nür und konjungirt sind. 


15. Da zwei Kurven zweiter Ordnung nur ein gemeinsames 
Tripel konjugirter Punkte haben können, so folgt: 
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Die Verbindungslinien der Gegenecken des zwei Kurven gemeimsamı 
umschriebenen vollständigen Vierseites gehen immer durch die Durch- 
schnitte der Gegenseiten des diesen Kurven gemeinsam eingeschriebenen 
vollständigen Viereckes. 

'16. Ist also von dem gemeinschaftlichen Tripel konjugirter 
Punkte und Strahlen zweier Kurven nur ein Punkt und der ihm 
gegentiberliegende Tripelstrahl rcell, während die beiden anderen 
Tripelstrahlen imaginär und konjungirt sind, so muss das beiden 

Kurven eingeschriebene Viereck nach 14 zwei reclle und zwei ima- 
“ ginäre konjungirte Ecken und das beiden Kurven umschriebene 
Vierseit zwei reelle und zwei imaginäre Konjungirte Seiten haben. 


Es folgt also: 


Haben zwei Kurven zweiter Ordnung zwei reelle, aber auch nur zwei 
reelle gemeinschaftliche Punkte, so haben dieselben immer auch zwei reelle, 
aber auch nur zwei reelle gemeinschaftliche Tangenten. 


17. Erklärung. Je zwei Gregen- | 


seiten des zwei Kurven zweiter Ord- 
nung gemeinsam eingeschriebenen 
Viereckes heissen gemeinsame kon- 
jugirte Sekanten. (axes desymptose. 
Chasles sect. eun. p. 212.) 


17. Erklärung. Je zwei Gegen- 
ecken des zwei Kurven zweiter Ord- 
nung gemeinsam unschriebenen Vier- 
seites heissen gemeinsame konjugirte 
Tungenten - Durchschnitte. (points 
omhilicaux Chasles sect. con. p. 


| 228.) 


18. Es folgt hieraus sogleich: 


1. Haben zwei Kurven zweiter 
Ordnung vier reelle gemeinschaftliche 
Punkte, so haben sie drei Paar reelle 
konjugirte gemeinsame Sekanten, von 
denen je ein Paar in je einem Punkte 
des gemeinschaftlichen Tripels kon- 
jugirter Punkte sich schneiden. 


2. Haben zwei Kurven zweiter 
Ordnung zwei Paar konjungirte 
imaginäre gemeinsame Punkte, so 
hahen sie nur ein Puar reelle, kon- 
jugirte gemeinsame Sekanten, die 
sich in emem ausserhalb beider 


J. Haben zwei Kurven zweiter 
Ordnung vier reelle gemeinschaft- 
liche Tangenten, so haben sie drei 
Paur reelle konjugirte gemeinsame 
Tunyenten- Durchschnitte, von denen 
je ein Paar auf je einem Strahle 
des yemeinschaftlichen Tripels kon- 
Jugirter Strahlen legt. 

2. Haben zwei Kurven zweiter 
Ordnung zwei Puar konjungirte 
imaginäre gemeinsame Tangenten, 
so haben sie nur ein Paar reelle 
konjugirte gemeinsame Tangenten- 
Durchschnitte, die auf einem beide 
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Kurven liegenden Punkte des ge- 
meimsamen Tripels konjugirter Punkte 
durchschneulen. Die beiden anderen 
Paare gememsamer konjugirter Se- 
kanten sind imaginär und konjun- 
girt; von ihnen schneiden sich je 
ein Paar in je einem der beiden 
anderen Punkte des gemeinsamen 
Tripels konjugirter Punkte. 


Kurven in reellen Punkten schnei- 
denden Strahle des gemeinsamen 
Tripels konjugirter Strahlen liegen. 
Die beiden anderen Paare konju- 
girter gemeinsamer Tangentendurch- 
schnitte sind imaginär und konjun- 
girt; von ihnen liegt je ein Paar 
auf je einem der beiden anderen 
Strahlen des gemeinsamen Tripels 


konjugirter Strahlen. 

3. Haben zwei Kurven zweiter Ordnung zwei reelle und zwei imagi- 
näre konjungirte gemeinschaftliche Punkte, also auch zwei reelle und 
zwei imuaginäre konjungirte gemeinschaftliche Tangenten, so haben sie 
nur ein Paar reelle, in dem reellen, also ausserhalb einer jeden der 
beiden Kurven liegenden, Punkte des gemeinschaftlichen Tripels konju- 
girter Punkte sich schneidende konjugirte gemeinsame Sekanten, und zwei 
Paar imaginäre, aber nicht konjungirte gemeinsame konjugirte Sekanten, 
von denen je ein Paar in je einem der beiden imaginären konjungirten 
Trivelpunkte sich schneiden. Ferner haben beide Kurven nur en Paar 
reelle konjugirte gemeinsame Tangentendurchschnitte, die auf dem, eine 
jede der beiden Kurven in reellen Punkten schneidenden, reellen Tripel- 
strahle liegen, und zwei Paar imaginäre nicht konjungirte gemeinsame konju- 
girte Tangentendurchschnitte, von denen je ein Paar auf je einem der 
beiden imaginären konjungirten Tripelstrahlen liegt. | 

19. Geht die reelle Gerade s in der Ebene zweier Kurven K 
und K, zweiter Ordnung durch einen reellen Punkt R, des gemein- - 
schaftlichen Tripels konjugirter Punkte, so liegen die Pole S und 
S, der sin Bezug auf K und K, auf dem diesem Tripelpunkte gegen- 
überliegenden Tripelstrahle r,. Da nun dieser die in Bezug auf beide 
Kurven gemeinsame Polare des Punktes R, ist, so sind die um S 
und S, von den Polaren der Punkte der s gebildeten, und den 
Punkten der s, also auch unter sich projektivischen Strahlenbüschel 
perspektivisch, daher liegen die Durchschnitte der entsprechenden 
Strahlen beider Büschel, d. i. die den Punkten der s in Bezug auf 
beide Kurven konjugirten Punkte in einer Geraden s’. Da dem 
Punkte sr, der Punkt R, in Bezug auf beide Kurven konjugirt ist, 
so muss 8‘ durch R, gehen. Da jeder imaginäre Punkt der s eben- 


pr 
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falls nur je eine durch S und S, gehende imaginäre Polare in Be- 
zug auf jede der Kurven K und K, hat (L. P. 76/77 p. 28), so 
gilt die Betrachtung auch für die imaginären Punkte der s (L. P. 
76 77 p. 20). Es folgt also: 


Geht eine Gerade in der Ebene Liegt ein Punkt in der Ebene 
zweier Kurven zweiter Ordnung | zweier Kurven zweiter Ordnung 
durch einen reellen Punkt des ge- | auf einem reellen Strahle des 
meinsamen Tripels konjugirter | gemeinsamen Tripels konjugirter 
Punkte, so liegen die den Punkten | Strahlen, so gehen die, den durch 
dieser Geraden in Bezug auf dıesen Punkt gehenden Strahlen 
beide Kurven konjugirten Punkte | in Bezug auf beide Kurven kon- 
ebenfalls in einer durch eben | juyürten, Strahlen ebenfalls. durch 
diesen Tripelpunkt gehenden Ge- | einen auf eben diesem Tripel- 
raden. strahle liegenden Punkte. 


20. Lässt man die Gerade s um R, sich drehen, so geht sie 
nach und nach durch alle Punkte der Ebene. Coustruirt man dann 
zu jeder Lage der s die Gerade s’, so erhält man auch alle den 
Punkten der Ebene in Bezug auf beide Kurven konjugirten Punkte. 
Das Sistem der Geraden s und das Sistem der Geraden s‘ bilden 
aber um R, zwei koncentrische Strahlenbüschel von der Art, dass 
jedem Strahle s des einen Büschels nur ein Strahl s’ des anderen 
Büschels zugewiesen ist. Es sind also beide Büschel projektivisch. 
Da aber, wenn der Punkt P dem Punkte P’, auch der Punkt P‘ dem 
Punkte P in Bezug auf beide Kurven konjugirt ist, so entsprechen 
sich die Strahlen beider Biüschel doppelt, daher liegen die Büschel 
involutorisch. In den Ordnungsstrahlen | und |, dieses involutorischen 
Strahlenbüschels sind zwei konjugirte Strahlen s und s’ ver- 
einigt, daher liegt der irgend einem Punkte eines dieser Ordnungs- 
strahlen konjugirte Punkt auf diesem Strahle selbst. Trifft nun 
z. B. | die eine K der beiden Kurven in einem Punkte M, so ist 
dessen Polare in Bezug auf K die Tangente durch M an K, also 
ist der Punkt M sich selbst konjugirt in Bezug auf K, daher auch 
in Bezug auf K, - ein Schluss, der auch dann noch Geltung hat, 
wenn | und |, imaginär und konjungirt sind, da die Berührungs- 
sehne der durch einen Kurvenpunkt gelegten Tangenten unter allen 
Umständen mit den beiden durch diesen Punkt geheuden zusammen- 


N, 


fallenden Tangenten selbst zusammenfallen muss*). Es folgt also, 
dass die Punkte, welche ein solcher Ordnungsstrahl mit der einen 
K der beiden Kurven gemein hat, auch auf der anderen K, liegen, 
dass also diese Ordnungsstrahlen | und j, zwei konjugirte gemein- 
same Sekanten beider Kurven sind. Es folgt daher: 

Die sämmtlichen durch einen Die sämmtlichen auf einem 
reellen Punkt des gemeinschaft- | reellen Stvahle des gemeinschaft- 
lichen Tripels konjugirter Punkte | lichen Tripels konjugüurter Strahlen 


zweier Kurven zweiter Ordnung 
gehenden Strahlen, und jene 
Strahlen, in welchen die den 
Punkten ersterer Strahlen in 
Bezug auf beide Kurven kon- 
jugirter Punkte liegen, bilden. die 
konjugirten Strahlenpaare eines 
involutorischen Strahlenbüschels, 
dessen Orunungstrahlen die in 
diesem Tripelpunkte sich schnei- 
denden konjugirten gemeinsamen 
Sekanten beider Kurven sind. 


zweier Kurven zweiter Ordnung 
liegenden Punkte, wıd jene Punkte, 
in welchensich. die den durcherstere 
Punkte gehenden Strahlen in Be- 
zug auf beide Kurven konjugirten 
Strahlendunchschneiden, bilden die 
konjugirten Punktepaare einer in- 
volutorischen Punktereihe, deren 
Ordnungspunkte die auf diesem 
Triyelstrahle liegenden konjuger- 
ten gemeinschaftlichen Tangenten- 
durchschnitte beider Kurven sind. 


21. Hat dieser involutorische Strahlenbüschel reelle Ordnungs- 
strahlen, so hat er auch imazinäre konjnugirte Strahlen, die ein- 
ander konjugirt sind (L. P. 76/77 p. 33). Sind I und [’ zwei solche 
konjugirte Strahlen, so sind dieselben durch einen involutorischen 
Strahbleubüschel um den Tripelpunkt R, vertreten, dem auch | und 
|, als konjugirte Strahlen angehören (L. P. 76/77 p. 34). Beide 
involutorische Strahlenbüschel haben zwei reelle konjugirte Strahlen 
m und m, gemein (Schröter a. a. O. p. 61). Es ist daher mim, |, 
eine Darstellung des Strahles [ und m|,m,j eine Darstellung des 
Strahles !’. Schneidet nun eine beliebige Gerade oa die Stralilen 
m, |, m,, |, in den Punkten M, S, M,, S,, so ist durch MSM,S, 
ein Punkt der I dargestellt. Die den Puukten M, S, M,, S, Kon- 


*, Durch einen imaginären Punkt gehen nämlich an eine Kurve zweiter 
Ordnung zwei imaginäre Tangenten (L. P. 76/77 p. 25), die in eine zusammen- 
fallen, wenn der imaginäre Punkt auf der Kurve liegt, da durch zwei imaginäre 
konjungirte Kurvenpunkte nur zwei imaginäre konjungirte Tangenten gehen (L. 
P. 76.77 p. 13). 
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jugirten Punkte liegen auf der Geraden m,|,, m, | und zugleich auf 
der Ortskurve 8 der den Punkten der ao in Bezug auf beide Kurven 
konjugirten Punkte. Es sind also die zweiten Durchschnitte M,', 
S,‘, M’', S’ der 8 mit den Strahlen m,, |,, m, | die den Punkten M, 
S, M, Sı in Bezug auf beide Kurven konjugirten Punkte, d. h. es 
schneiden sich in diesen Punkten bezüglich die Polarenpaare der 
Punkte M, S, M,, S, in Bezug auf jede der beiden Kurven. Die 
Gesammtheit dieser Polarenpaare stellen aber die beiden Polaren 
des imaginären Punktes MSM;S, vor (L. P. 76/77 p. 28); also ist der 
imaginäre Punkt M,'S,‘M’S’ oder M'S,'M,'S‘, der also auf dem ima- 
ginären Strahle m},m,| = I‘ liegt, in Bezug auf beide Kurven kon- 
Jugirt 

Der im vorigen Artikel angeführte Satz gilt daher auch für die 
im involutorischen Strahlenbtischel vorhandenen konjugirten imagi- 
nären und konjungirten Strahlen. 

22. Es seien nun 3 und 3° die Pole der reellen Sekante | der 
zwei Kurven K und K, bezüglich in Bezug auf jede derselben. 
Ziehen wir aus einem beliebigen Punkte & der f nach X und 8° die 
Geraden LE und XS‘, welche die K m den Punkten C und D und 
die K, im C, und D, schneiden möge, so sind LC3D und 2C,FD, 
zwei harmonische Punktereihen, die den Punkt % gemein haben, 
daher perspektivisch liegen. Es schneiden sich also CC, und DD, 
in einem Punkte S der 32‘, d. i. des Tripelstrahles r,, der dem 
Tripelpunkte R, des gemeinschaftlichen Tripels konjugirter Punkte, 
durch welchen die reelle gemeinschaftliche Sekante | geht, gegen- 
überliegt. Ebenso sind LDSC und LC,S'D, zwei perspektivische 
harmonische Punktereihen, also gehen auch DC, und CD, durch 
einen und denselben Punkt ©, des Tripelstrahles r.. Ziehen wir 
durch 3 eine beliebige Gerade EF, welche die K in den beiden 
Punkten E und ‚F schneidet, so ist CDEF ein der K eingeschrie- 
benes vollständiges Viereck, daher sind die Durchschnitte seiner 
Gegenseiten ein Tripel konjugirter Punkte in Bezug auf K. Nun 
schneiden sich CD und EF in 3, also müssen die Punkte (CE, DF) 
= M und (CF, DE) = M’ auf | liegen. Es sind daher M, M', 5 
auch ein Tripel konjugirter Punkte in Bezug auf K,. Zieht man 
also M‘3, so ist M der Pol von M‘Z in Bezug auf K, folglich M'3 
der M®’ in Bezug auf K konjugirt. Es ist aber auch M’ der Pol 
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von MS‘ in Bezug auf K,, daher ist MS’ auch der M‘S in Bezug 
auf K, konjugirt, d h. es sind M®°' und M’S zwei in Bezug auf 
jede der beiden Kurven K und K, konjugirte Strahlen. Es sind 
also S und ®° zwei Paar konjugirte Punkte derjenigen involutorischen 
Punktereihe, welche von den in Bezug auf K und K, konjugirten 
Strahlen auf r, ausgeschnitten wird (20). Auf dieselbe Weise lässt 
sich zeigen, dass auch die Pole 3, und 3,‘ der zu | konjugirten 
Sekante |, zwei konjugirte Punkte der erwähnten involutorischen 
Punktereihe auf rt, sind. Es ist nun CC,DD, ein einfaches Viereck, 
dessen ein Paar Gegenseiten CC, und D,D in ©, dessen zweites 
Paar Gegenseiten CD, und C,D in ©, sich schneiden, dessen eine 
Diagonale CD durch 8 und dessen andere Diagonale C,D durch 8° 
geht, also sind & und *&' durch © und S$, harmonisch getrennt. 
Ebenso lässt sich zeigen, dass auch 3, und 3, durch © und ©, 
‚harmonisch getrennt sind. Es sind also © und ©, die Ordnungs- 
punkte der erwähnten involutorischen Punktereihe auf r,, sind daher 
zwei konjugirte gemeinsame Tangentendurchschnitte der Kurven K 
und K, (20). Es folgt also: 


Auf dem Strahle des gemein-| In dem Punkte des gemein- 


schaftlichen Tripels konjugirter 
Strahlen in Bezug auf zwei 
Kurven zweiter Ordnung, welcher 
dem Durchsehnitte zweier reeller 
konjugirter gemeinschaftlicher Se- 
kanten beider Kurven gegenäüber- 
liegt, liegen zwei reelle konju- 
girte gemeinschaftliche Tangenten- 
durchschnitte der beiden Kurven, 
welche durch die Poleyaare einer 
jeden der beiden konjugiulen ge- 
meinschaftlichen Sekanten in Be- 
zug auf beide Kurven harmonisch 


schaftlichen Tripels konjugirter 
Punkte in Bezug auf zwei Kurven 
zweiter Ordnung, welcher der 
Verbindungslinie zweier reeller 
konjugyirter gemeinsamer Tangen- 
tendurchschnitte beider Kurven 
gegenüberliegt, schneiden sich zwei 
reelle gemeinschaftliche konjugirte 
Sekantender beiden Kurven, welche 


durch die Polarenpuare eines jeden 


der beiden konjugürten gemein- 
samen Tangentendurchschnitte in 
Bezug auf beide Kurven har- 


getrennt sind. | monisch getrennt sind. 

23. Da CD und C,D, durch die Pole 8 und 8° der | in Bezug 
auf K und K, gehen, so liegt der Pol von CD in Bezug auf K 
sowohl, als der Pol von C,D, in Bezug aufK, auf. CD und CD, 
gehen aber beide durch einen und denselben Punkt % der |. Es 
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ist also der Pol von CD der Durchschnitt der Polare des Punktes 
% in Bezug auf K mit |, und der Pol von C,D, der Durchschnitt 
der Polare des Punktes 2 in Bezug auf K, mit }. Beide Polaren 
durchscehneiden aber die | in einem und demselben Punkte, nämlich 
in dem, dem Punkte % in Bezug auf beide Kurven K und K, kon- 
jugirten, Punkte X‘. Es ist also 2°’ sowohl der Pol von CD in Bezug 
auf K, als der Pol von C,D, in Bezug auf K,. Es sind somit die 
Verbindungslinien von X mit C, D und C,, D, bezüglich Tangenten 


an K und K,. Es folgt also: 

1. Zieht man aus einem be- 
liebigen Punkte einer reellen ge- 
meinsamen Sehante zweier Kurven 
zweiter Ordnung reelle Tangenten- 
paare an jede der beiden Kurven, 
so schneiden sich die Berährungs- 
sehnen dieser Tangentenpaare auf 
eben dieser Sekante, und zwar in 
dem Punkte, welcher dem ersteren 
Punkte in Bezug auf beide Kurven 
konjugirt ist. 


2. Zieht man aus einem be- 
liebigen Punkte einer reellen ge- 
meinschaftlichen Sehante zweier 
Kurven zweiter Ordnung reelle 
Tangentenpaare an jede der beiden 
Kurven, so schneiden sich die 
Geraden, welche je einen Be- 
rührungspunkt auf einer Kurve 
mitjeeinem Derührungspunkteauf 
der anderen Kurve verbinden, 
paarweise in den beiden gemein- 
schaftlichen konjugirten Tang- 
enten-Durchschnitten, die auf dem, 
dem Durchnitte der gemeinschaft- 
lichen Sekante mit ihrer kon- 


1. Zieht man durch einen 
reellen gemeinsamen Teangenten- 
durchschnittzweier Kurvenzweiter 
Ordnung eine beliebige Gerade, 
und legt durch deren Durch- 
schnitte mit den beiden Kurven 
Tanyenten an jede der beiden 
Kurven, so liegen die Durch- 
schnitte dieser Tangentenpaare auf 
der durch den Tangentendurch- 
schnitt gehenden Geraden, welche 
der ersteren Geraden in Bezug 
auf beide Kurven konjugirt ist. 

2. Zieht man durch einen 
reellen gemeinschaftlichen Tangen- 
tendurchschnitt zweier Kurven 
zweiter Ordnung eine beliebige 
Gerade, welche jede der beiden 
Kurven in reellen Punkten schnei- 
det, und zieht durch diese Durch- 
schnitte Tangenten an die Kurven, 
so lieyen die Durchschnitte von 
je einer Tangente der einen Kurve 
und je einer Tungente der an- 
deren Kurve paarweise auf jenen 
zwei gemeinsamen konjuyirten Se- 
kanten, rlie durch den, der Ver- 
bindungslinie des gemeinsamen 
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jugirten gegenüberliegenden, Tri- | Tangenten - Durchschnittess mit 


seinem konjugirten gegenüberlie- 
gendenden, Tripelpunkt gehen. 

24. Durch die vier Ecken eines vollständigen Viereckes, es 
mögen diese Ecken alle reell, oder paarweise imaginär und kon- 
jungirt sein oder es mögen deren zwei reell, die beiden anderen 
imaginär und konjungirt sein, und irgend einen fünften Punkt der 
Ebene lässt sich immer eine Kurve K, zweiter Ordnung beschreiben 
(5. 6). Durch einen weiteren Punkt der Ebene, der nicht auf K, 
liegt, lässt sich wieder eine Kurve K, legen, welche dem Vierecke 
umschrieben ist; ebenso lässt sich durch irgend einen dritten Punkt 
der Ebene, welcher weder auf K, noch auf K, liegt, eine dritte 
Kurve K, zweiter Ordnung dem Vierecke umschreiben u. s. fe Man 
sieht hieraus, dass es unendlich viele Kurven zweiter Ordnung gibt, 
die sich einem gegebenen Vierecke umschreiben lassen. 


pelstsrahle liegen.*) 


Der Inbegriff aller Kurven 
einem und demselben vollstän- 
digen Vierecke umschrieben sind, 
heisstein Kurvenbüschelzweiter 
Ordnung. Die vier Iccken des 
Viereckes heissen Mittelpunkte 
des Büschels. 


zweiter Ordnung, welche 

einem und demselben Vierseit 
eingeschrieben sind, heisst eine 
Kurvenschaar zweiter Ord- 
nung. Die vier Seiten des Vier- 
seits heissen Ascen der Schaar. 


26. Aus diesem Begriffe, und dem im Vorausgehenden über die 
allgemeinen Eigenschaften zweier Kurven zweiter Ordnung in einer 


Ebene Gesagten ergibt sich unmittelbar: | 
1. Eine Kurvenschaar zweiter 


1. Ein Kurvenbüschel zweiter 
Orduung ist durch zwei seiner 
Kurven vollständig bestimmt. 

2. Die sämmtlichen Kurven 
eines Kurvenbüschels zweiter Ord- 
nung haben drei Paar honjugirte 
gemeinschaftliche Sekanten, von 
denen mindestens ein Paar reell 
ist, und ein gemeinsames Tiripel 
. konjugiter Punkte und Strahlen. 


*) Chasles sect. con. p. 237. 


Ordnung ist durch zwei ihrer 
Kurven vollständig bestimmt. 

2. Die sämmtlichen Kurven 
einer Kurvenschaar zweiter Ord- 
nung haben drei Paar konjugirte 
gemeinsame  Tangenten - Durch- 
schnitte, von denen mindestens 
ein Fuar reell ist, und ein ge- 
meinsames  Tripel konjugirter 
Strahlen und Punkte. 
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27. Es sei P ein beliebiger reeller oder imaginärer Punkt in 
der Ebene eines Kurvenbüschels zweiter Ordnung, und seien f und 
jı zwei reelle gemeinsame Sekanten desselben, die sich in dem 
Tripelpunkte R, seines gemeinschaftlichen Tripels konjugirter Punkte 
durchschneiden. Seien p,, und p,, die Polaren von P in Bezug 
auf zwei beliebige Kurven K,, und K,, des Büschels, so ist deren 
Durchschnitt P‘ dem Punkte P in Bezug auf beide Kurven konju- 
girt, liegt also auf der Geraden s‘, welche den Punkt P von | und 
jı harmonisch trennt (20. 21). Demnach ist P’ der Durchschnitt 
von s‘ und p,. Da es nun nur einen Strahl s‘ gibt, welcher P von 
| und |, harmonisch trennt, so bleibt der Punkt P’ immer derselbe, 
welche von den Kurven des Büschels ausser K,, noch zu K,, hin- 
zugenommen werden mag. Es folgt also: 


Die Poluren eines Punktes in Die Pole einer Geraden in 
der Icbene eines Kaurvenbüschels | der Ebene einer HKurvenschuar 
zweiter Ordnung in Bezug auf zweiter Ordnung in Bezug auf 
alle Kurven des Bürschels schneiden | alle Kurven der Schaar liegen 
sich in, einem. Punkte. wieder in einer Geraden. 

Der Punkt und der Durchı- Die Gerade und der Ort ihrer 
schnitt seiner Polaren sind in Pole sind in Bezug auf sämmt- 
Bezug auf sämmtliche Kurven des | liche Kurven der Schaar konju- 
Büschels konjugirt und sollen kon- | girt und sollen konjugirte Strahlen 
zugirte Punkte in Dezug auf den, in Dezug auf die Kurvenschaar 
Kurvenbüschel heissen. heissen. 


28. Lässt man in dem Satze links P einen unendlich fernen 
Punkt der Ebene werden, so werden dessen Polaren Durchmesser 
der Kurven, die sich alle in dem, dem unendlich fernen Punkte P 
in Bezug auf den Kurvenbüschel konjugirten, Punkt P’ durchschneiden. 
Die durch den unendlich fernen Punkt P gehenden Durchmesser 
sind aber alle den ersteren Durchmessern in Bezug auf die ent- 
sprechenden Kurven konjugirt. Da nun alle diese Durchmesser, die 
durch den unendlich fernen Punkt P gehen, einander parallel sind, 
so folgt: 

Alle Durchmesser der Kurven eines Kurvenbüschels zweiter 
Ordnung, welche ‚einer und derselben Richtung konjugirt sind, 
schneiden sich in einem Punkte. 

3 
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29. Ist in dem Satze rechts die Gerade die unendlich ferne 
Gerade der Ebene, so sind ihre Pole in Bezug auf die Kurven der 
Schaar die Mittelpunkte dieser Kurven, die daher sämmtlich auf 
der, der unendlich fernen Geraden der Ebene in Bezug auf die 
Schaar konjugirten, Geraden liegen. Da je zwei in Bezug auf zwei 
Kurven zweiter Ordnung konjugirte Gerade die konjugirten gemein- 
schaftlichen Tangentendurchschnitte harmonisch trennen (26), so folgt: 

Die Mittelpunkte sämmtlicher Kurven emer Kurvenschaar 
zweiter Ordnung liegen auf einer Geraden — der Mittelpunkts- 
linie — welche die zwischen zwei konjuwjirten gemeinschaftlichen 
Tangentendurchschnitten heyende Strecke eines Tripelstrahles halbirtt. 
Hat also die Schaar vier reelle Axen, so geht die Mittelpunkts- 
linie durch die Halbirungspunkte der Diagondlen des von den 
vier Axen gebüdeten vollständigen Vierseites. 


30. Da die den Punkten einer Geraden in Bezug auf zwei 
Kurven zweiter Ordnung konjugirten Punkte in einer neuen Kurve 
zweiter Ordnung liegen, die dem gemeinsamen Tripel konjugirter 
Punkte umschrieben ist und auf welcher auch die Pole dieser Ge- 
raden in Bezug auf beide Kurven liegen, so folgt: 


Die den Punkten einer Ge- 
raden s in Bezug auf einen 
Kurvenbüschel zweiter Ordnung 
konjugirten Punkte liegen in einer 
Kurve 8 zweiter Ordnung, die 
dem gemeinsamen Tripeldreiecke 
des Kurvenbüschels umschrreben 
ist, und auf welcher auch die 
Pole der Geraden s in Bezug auf 
alle Kurven des Büschels liegen. 


Die Kurve & soll Polkurve der 
8 in Bezug auf den Kurvenbüschel 
heissen. 


Die den Strahlen einesStrahlen- 
büschels S in Bezug auf eine 
Kurvenschaar zweiter Ordnung 
konjugirten Strahlen umhüllen 
eine Kurve E zweiter Ordnung, 
die dem gemeinsamen Tripeldrei- 
seite der Kurwvenschaar einge- 
schrieben ist, und an welche auch 
die Polaren des Dittelpunktes S 
des Strahlenbüschels in Bezug auf 
sämmtliche Kurven der Schaar 
Tangenten sind. 

Die Kurve f soll die Polaren- 


kurve des Punktes S in Bezug auf 
die Kurvenschaar heissen. 


31. Der dem Schnittpunkte einer Geraden s mit einer reellen 
gemeinschaftlichen Sekante | des Büschels in Bezug auf den Büsche 
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konjugirte Punkt liegt auf | und ist von diesem Schnittpunkte durch 
die auf | liegenden Mittelpunkte des Büschels harmonisch getrennt. 


Es folgt daher: 

Die Polkurve einer Geraden s 
in der: Ebene eines Hurvenbüschels 
zweiter Ordnung enthält auch jene 
Punkte der reellen gemeinschaft- 
lichen Sekanten des Büschels, 
welche die Schnittpunkte der s 
mit den gemeinsamen Sehanten 
von den auf denselben liegenden 
. Mittelpunkten des Büschels har- 
monisch trennen; daher geht eine 
solche Kurve, wenn sämmtliche 
Mittelpunkte des Büschels reell 
sind, durch neun bestimmte 
Punkte, nämlich die drei Diago- 
nalpunkte des sämmtlichen Kuren 
des Büschels eingeschriebenen voll- 
ständigen Viereckes und jene 
sechs Punkte, welche die. Durch- 
schnitte der s mit den Seiten des 
Viereckes von den auf ihnen le- 
genden Ichken harmonisch trennen. 


Die Polarenkurve eines Strah- 
lenhüschels S in der Ebene einer 
Kurvenschaar zweiter Ordnung 
hat jene Strahlen zu Tangenten, 
welche die Verbindungslinien des 
S mit den gemeinschaftlichen Tan- 
gentendurchschnitten der Schaar 
von den durch letztere gehenden 
Axen der Schaar harmonisch 
trennen; daher hat eine solche 
Kurve, wenn sämmtliche Axen 
der Schaar reell sind, neun be- 
stimmte Tangenten, nämlich die 
drei Diagonalen der sämmtlichen 
Kurven der Schaar umschrie- 
benen vollständigen Vierseites und 


‚jene sechs Strahlen, welche die 


Verbindungslinien des Punktes S 
mit den Ecken des Vierseites 
von den durch sie gehenden 
Seiten harmonisch trennen. 


"32. Wird in dem Satze links die unendlich ferne Gerade der 


Ebene als Gerade s genommen, so sind deren Fole in Bezug auf 
die Kurven des Kurvenbiüschels die Mittelpunkte dieser Kurven. 
Die Punkte, welche die Durchschnitte der s mit den Seiten des 
vollständigen Viereckes von den auf diesen Seiten liegenden Ecken 
harmonisch trennen, sind die Halbirungspunkte der Seiten, oder 
wenn die auf diesen Seiten liegenden Ecken imaginär und konjungirt 
sind, die Centralpunkte der die imaginären konjungirten Ecken ver- 
tretenden involutorischen Punktereihen. Daher: 

Die Mittelpunkte aller Kurven eines Kurvenbüschels zweiter Ord- 
nung liegen auf einer neuen Kurve zweiter Ordnung, welche durch die 
Centralpunkte der, zwei reellen komjugirten gemeinsamen Sekanten des 
Büschels in Bezug auf alle seine Kurven zugehörenden, involutorischen 
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Punktereihen und die drei Punkte des gemeinsamen Tripels konjugirter 
Punkte geht; also wenn der Kurvenbüschel vier reelle Mittelpunkte hat, 
durch neun bestimmte Punkte -— die drei Diagonalpunkte des voll- 
ständigen Viereckes, und die Halbirungspunkte der sechs Seiten desselben. 

33. Es sei s eine beliebige Gerade in der Ebene eines Kurven- 
büschels zweiter Ordnung, ‘und $ ihre Polkurve in Bezug auf den 
Kurvenbiischel, so liegen auf R die in Bezug auf irgend zwei Kurven 
K,, und K,, des Büschels den Punkten der s konjugirten Punkte. 
Es sind also die reellen oder imaginären konjungirten Durchschnitte 
der s mit $t in Bezug auf jedes Paar, also in Bezug auf alle Kurven 
des Kurvenbüschels überhaupt konjugirt (12 Anmerkung); sind also 
zwei konjugirte Punkte sämmtlicher der s in Bezug auf alle Kurven. 
des Kurvenbüschels zugehöriger involutorischer Punktereihen, werden 
daher durch jedes Paar Durchschnitte der s mit den Kurven des 
Kurvenbüschels harmonisch getrennt. Es bilden also die Durch- 
schnitte der s mit den Kurven des Kurvenbüschels die konjugirten 
Punktepaare der der s in Bezug auf ihre l’olkurven S} zugehörigen 
involutorischen Punktereihe. Da die in Bezug auf irgend zwei 
Kurven eines Kurvenbüschels konjugirten Punktepaare auch auf den 
Konjugirten Strahlen eines involutorischen Strahlenbüschels um einen 
reellen Punkt des gemeinschaftlichen Tripels konjugirter Punkte 
des Kurvenbüschels liegen (20), dessen Ordnungsstrahlen die in 
diesem Tripelpunkte sich schneidenden gemeinsamen konjugirten 
Sekanten sind, so folgt, dass auch die Durchschnitte der s mit einem 
Paar recllen oder imaginären konjungirten gemeinsamen konjugirten 
Sekanten durch die Durchschnitte der s mit $! harmonisch getrennt 
sind. Es folgt also: 


Die Durchschnitte einer beliebigen 


Die Tungenten mit einem belie- 


Geraden der Ebene mit den Kurven | bigen Punkte der Ebene an die 


eines Kurvenbüschels zweiter Ord- 
nung bilden die konjugirten Punkte- 
paare der der Geraden in Bezug auf 
ihre Polkurve im Bezug auf den 
Kurvenbüschel zugehörigen Involu- 
torischen Punkterethe, deren Ord- 
nungspwnkte im Bezug auf den 
Kurvenbüschel Ionjuyirt sind und 


Kurven einer Kurvenschaar zweiter 
Ordnung bilden die konjugirten 
Strahlenpaare des dem Punkte in 
Dezug auf seine Polarenkurve in 
Bezug auf die Kurvenschaar zuge- 
hörigen Strahlen- 
büschels, dessen Ordnungsstrahlen in 
Bezug auf die Kurvenschaar kon- 


meolutortschen 


aan 


der auch die Durchschnitte der | jugirt sind, und dem auch die Ver- 

Greraden mit zwei konjugirten, reellen | bindungslinien des Punktes mit zwei 

oder imaginären konjungirten, ge- | konjugirten, reellen oder imaginären 

meinschaftlichen Sekanten als kon- | konjungirten,gemeinschaftlichen Tan- 

jugirte Punkte angehören.*) | gentendurchschnitten als konjugirte 
| Strahlen angehören. 


34. Hat die involutorische Punktereihe, in welcher die Kurven 
eines Kurvenbüschels zweiter Ordnung von einer beliebigen Geraden 
geschnitten wird, imaginäre konjungirte einander konjugirte Punkte- 
paare, so muss sie reelle Ordnungspunkte haben, während diese 
involutorische Punktereihe keine konjugirten imaginären konjungirten 
Punkte enthalten kann, wenn ihre Ordnungspunkte imaginär und 


konjungirt sind (L. P. 76/77 p. 33. 34). 


Schneidet eine Gerade in der 
Ebene eimes Kurvenbüschels ihre 
Polkurve in Bezug auf den Kurven- 
büschel in imaginären Punkten, so 
trıfft sie sänmtliche Kurven des 
Kurvenbüschels in reellen Punkten, 
und umgekehrt; schneidet sie dagegen 
ihre Polkurve in reellen Punkten, 
so trifft sie die Kurven des Kurven- 
büschels theils in reellen, theils in 
imaginären konjungirten Punkten 
und umgekehrt; es muss also jede 
(rerade in der Ebene eines Kurven- 
büschels mit zwei Paar imaginären 
konjungirten Mittelpunkten ihre Pol- 
kurce in Bezug auf den Kurven- 
büschel in zwei reellen Punkten 
schneiden. 


Es folgt also: 

Liegt ein Punkt in der Ebene 
einer Kurvenschaar innerhalb seiner 
Polarenkurve nm Bezuy auf die 
Kurvenschaar, so gehen aus ihm 
an alle Kurven der Schuar reelle 
Tangentenpaare, und umgekehrt; 
liegt er dagegen ausserhalb seiner 
Polarenkurve, so gehen aus ihm 
theils reelle, theils imaginäre kon- 
jJungirte Tangentenpuare an die 
Kurven der Schaar und umgekehrt; 
es muss also jeder Punkt in der 
Ebene einer Kurvenschaar mit zwei 
Paar imaginären konjungirten Axen 
ausserhalb seiner Polarenkurven in 
Bezug auf die Kurvenschaar liegen. 


Die letzte Behauptung folgt daraus, dass jeder solche Kurven- 
büschel zwei Paar imaginäre konjungirte einander konjugirte gemein- 
schaftliche Sekanten hat, also auch die erwähnte involutorische Punkte- 
reihe nothwendig imaginäre konjungirte Punktepaare enthält (33). 


*), Schröter a. a. O. p. 315. 
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35. Ist r, ein reeller Strahl des gemeinschaftlichen Tripels 
konjugirter Strahlen eines Kurvenbischels zweiter Ordnung, so werden 
dessen Durchschnitte mit den Kurven des Kurvenbüschels durch die 
auf diesem Kurvenbüschel liezenden Tripelpunkte harmonisch ge- 
trennt. Es bilden also die Durchschnitte des Strahles r, mit den 
Kurven des Kurvenbüschels eine involutorische Punktereihe auf r,, 
deren Ordnungspunkte die auf diesem Tripelstrahle liegenden Tripel- 
punkte sind. Da die, durch die dem r, gegenüberliegenden Tripel- 
punkte R, gehenden, reellen oder imaginären konjugirten gemein- 
schaftlichen Sekanten des Kurvenbüschels die Ordnungsstrahlen eines 
involutorischen Strahlenbüschels sind, dem die durch AR, gehenden 


Tripelstrahlen als konjugirte Strahlen angehören (20), so folgt: 


Ein reeller Strahl des gemein- 
schaftlichen Tripels konjugirter 
Strahlen eines Kurvenbüschels zweiter 
Ordnung schneidet die Kurven des 
büschels in den konjugirten Punkte- 
pauren einer wwolutorischen Punkte- 
reihe, der auch die Durchschnitte 
des Strahles mit den zwei, durch den, 
diesem Tripelstrahle gegenüberlie- 
genden, Tripelpunkt gehenden, kon- 
jugırten gemeinschuftlichen, reellen 
oder imaginären konjungirten Se- 
kanten als konjugirte Punktepaare 
angehören. Diese involutorische 
Punktereihe ist daher die diesem 
Tripelstrahle in Bezug auf jede Pol- 
kurve S$ zugehörige, und schneidet 
folglich jede Kurve des Büschels 
in reellen Punkten, wenn der Büschel 
zwei reelle und zwei imaginäre kon- 
jungirte Mittelpunlte hat, dagegen 
die Kurven des Kurvenbüschels theils 
in reellen, theils in imaginären kon- 
jugirten Punktepaaren, wenn der 
BDüschel vier reelle, oder zwei Paar 


Die Tangentenpaare aus einem 
reellen Punkte des gemeinschaftlichen 
Tripels konjugirter Punkte einer 
Kurvenschaar zweiter Ordnung an 
die Kurven der Schaar bilden die 


konjugirten Strahlenpaare eines in- 


volutorischen Strahlenbüschels, den 
auch die Verbindungslinien des Tri- 
pelpunktes mit den zwei konjugirten 
gemeinsamen Tangentendurchschnit- 
ten angehören, die auf dem, diesem 
Tripelpunkte gegenüberliegenden, Tri- 
pelstrahle liegen. Dieser involu- 
torische Strahlenbüschel ist daher der 
diesem Tripelpunkte in Dezug auf 
jede Polarenkurve E zugehörige; und 
liegt folglich ausserhalb jeder Kurve 
der Schaar, wenn die Schaar zwei 
reelle und zwei imaginäre konjungirte 
| Azxen hat; dagegen theils innerhalb, 
theils ausserhalb der Kurven der 
Schaar, wenn die Schaar vier reelle, 
oder zwei Paar imagimäre konjun- 
girte Aven hat. 
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imaginäre konjungirte M ittelpunkte 
hat. 


36. Die Verbindungslinien des Tripelpunktes R, mit den Durch- 
schnitten der ı, und je einer Kurve des Kurvenbüschels sind Tan- 
genten an die Kurve, weil r, die Polare des Punktes R, in Bezug 


auf jede der Kurven des Kurvenbüschels ist. 


Die aus einem reellen Punkte 
des gemeinschaftlichen Tripels kon- 
jugirter Punkte an die Kurven eines 
Kurvenbüschels zweiter Ordnung 
gehenden reellen oder imaginären 
honjungirten Tangentenpaare bilden 
die konjugirten Strahlenpaare eines 
involutorischen Strahlenbüschels, dem 
auch die in diesem Tripelpunkte sich 
schneidenden konjugirten, reellen oder 
imaginären konjungirten  gemein- 
schaftlichen Sekanten als konjugirtes 
Strahlenpaar angehören.) 

37. Da irgend zwei Kurven 
büschel als einer Kurvenschaar 
können, so folgt weiter: 

Der involutorischen Punktercihe, 
in welcher ein reeller Strahl des 
gemeinschaftlichen Tripels konju- 
girter Punkte eines Kurvenbüschels 
zweiter Ordnung die Kwrven des- 
selben schneidet, gehören auch die 
«nf diesem Tripelstrahle liegenden 
konjugirten, reellen oder imaginä- 
ren konjungirten gemeinschaftlichen 
Tangentendurchschnitte je zweier 
Kurven des Kurvenbüschels als 
konjugirte Punktepaare an. 


Es folgt daher: 

Die reellen oder imaginären 
konjungirten Schnittpunkte eines 
rcellen Strahles des gemeinschaft- 
lichen Tripels konjugirter Strahlen 
mit den Kurven einer Kurvenschaar 
zweiter Ordnung bilden die konju- 
girten Punktepaare einer involu- 
torischen Punktereihe, der auch die 
auf diesem Tripelstrahle liegenden 
konjugirten, reellen oder imagind- 
ren konjungirten, gemeinschaftlichen 
Tangentendurchschnitte als konju- 
girte Punktepaare angehören. 


der Ebene sowohl einem Kurven- 
als angehörig betrachtet werden 


Dem involutorischen Strahlen- 
büschel, welchen die Tangenten- 
paure aus einem reellen Punkte des 
gemeinschaftlichen Tripels konju- 
girter Punkte emer Kwrvenschaar 
zweiter Ordnung an die Kurven 
derselben bilden, gehören auch die 
durch diesen Tripelpunkt gehenden 
konjugirten, reellen oder imaginä- 
ren konjungirten, gemeinschaftlichen 
Sekanten je zweier Kurven der 
Kurvenschaar als konjugyirte Strah- 
lenpaare an. 


*) Chasles sect. con. p. 214 u. p. 241. 


[2 


32 


& 
Anmerkung. Dass auch der im vorigen Artikel ausgesprochene Satz eine 
entsprechende Erweiterung erfährt, bedarf wohl kaum der Erwähnung. 


38. Es seien A, A,; B,B,; C,C, bezüglich irgend drei Paare 
reelle konjugirte Punkte der drei involutorischen Punktereihen, in 
welcher die Kurven eines Kurvenbtischels zweiter Ordnung von dem 
reellen Tripelstrahle ı, geschnitten werden, und welche in Bezug 
auf sämmtliche Kurven des Kurvenbüschels den in dem, dem r, gegen- 
überliegenden, Tripelpunkte R, sich schneidenden gemeinsamen Se- 
kanten | und |, zugehören, von der Art, dass A, B, C auf einer 
Geraden s liegen. Projieirt man aus A und A, die durch diese 
Punkte gehende Kurve des Kurvenbiischels, so wird durch die beiden 
um A und A, entstehenden Strahlenbüschel auch jede der beiden 
involutorischen Punktereihen auf | und [, projieirt (v. Staudt B. z. 
G. d., L. p. 48, Schröter a. a. O. p. 143). Dadurch sind aber dem 
Begriff einer involutorischen Punktereihe zufolge, vermöge dessen 
dieselben zwei ineinanderliegende projektivische Punktereihen mit 
sich doppelt entsprechenden Punkten sind, die beiden Strahlen- 
 büschel um A und A, projektivisch so aufeinander bezogen, dass 
den Strahlen AB, AC des einen Büschels die Strahlen A,B,, A,C, 
des anderen Bilschels entsprechen. Da nun nach der gemachten 
Voraussetzung AB und AC in eine Gerade zusammenfallen, so müssen 
auch A,B, und A,C, in eine Gerade zusammenfallen. Daher: 


Liegen von der imvolutorischen Schneiden sich von dem involu- 
Punktereihe, in welcher die Kurven | torıschen Strahlenbüschel, welcher 
eines Kurvenbüschels zweiter Ord- | von den Tangentenpaaren aus einem 
nung von einem reellen Strahle x, | reellen Tripelpunkte R, des ge- 
seines gemeinschaftlichen Tripels | meinschaftlichen Tripels konjugirter 
konjugirter Strahlen geschnitten | Punkte einer Kurvenschaar zweiter 
werden, und von den beiden invo- | Ordnung an die Kurven der Schaar 
‚Iutorischen Punktereihen, welche den, | gebildet wird, und von den heiden 
in den dem Tripelstrahle r, gegen- | involutorischen _ Strahlenbüscheln, 
überliegenden Tripelpunkte R, sich | welche den, auf dem dem Tripel- 
schneidenden, reellen konjugirten , punkteR, gegenüberliegenden Tripel- 
gemeinschaftlichen Sekanten | und |, | strahle x, liegenden, reellen konju- 
in Bezug auf sänmtliche Kurven des | girten gemeinschaftlichen Tangenten- 
Büschels zugehören, irgend drei | durchschnitten © und ©, in De- 
reelle Punkte ın einer Geraden, zug auf sänmtliche Kurven der 
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so liegen auch die ihnen konjugirten | Schaar angehören, irgend drei reelle 
Punkte in einer Geraden. Strahlen ın einem Punkte, so 
schneiden sich auch die ihnen kon- 
jugirten Strahlen in einem Punkte. 


39. Sind A, A,; B, B,; und C, €, drei ganz beliebige reelle 
konjugirte Punktepaare der drei involutorischen Punktereihen auf 
Y,, | und j,, und ziehen wir AB und A,B,, so treffen diese die |, 
in den konjugirten Punktepaaren D und D, (38). Es ist also dem 
Begriffe der Involution zufolge, da auch R, und der Durchschuitt 
R,‘ von |, und r, konjugirte Punkte der involutorischen Punktereihe 
auf |, sind, 

DR,CC, # DR,'CC. 
Zieht man also BC, BC, und A,C, A,C,, so ist auch 
B(DR,CC,) # A, (DR, CC). 
Est ist aber A, (D,R,'C,C) # AANR,'D,CC,), 
also ist B(LDR,CC,) # A,(h, D,CC,). 

Daher liegen die Punkte: Ä 
(BD, AR) = (AD, 1) = A; (BR, ADY=(BD)=B,; 
(BC, A,C) = C und (BC, A,C,) = C, mit den Mittelpunkten 
B und A, der beiden projektivischen Strahlenbüschel um B und A, 
in einer Kurve zweiter Ordnung Es tolgt also: 

Iryend drei reelle konjugirte Irgend drei reelle konjugirte 
Punktepuare der drei involutorischen | Strahlenpaare der drei mwvoluto- 
Punktereihen auf r,,| und, liegen | rischen Strahlenbüschel um R,, © 
in einer Kurve zweiter Ordnung*) und ©, sid Tungenten an eine 

Kurve zweiter Ordnung. 

40. Hat die involutorische Punktereihe, in welcher die Kurven 
eines Kurvenblischels von einer beliebigen Transversale s geschnitten 
wird, reelle Ordnungspunkte, d. h. schneidet s ihre Polkurve in Be- 
zug auf den Kurvenbüschel in zwei reellen Punkten (33), so gibt 
es zwei Kurven des Kurvenbüschels, welche die s in diesen Ord- 
nungspunkten berühren. Da nun, wenn der Kurvenbischel vier 
imaginäre Mittelpunkte hat, jede Gerade s ihre Polkurve in Bezug 
auf den Kurvenbüschel in reellen Punkten schneiden muss, so müssen 
immer auch zwei Kurven des Kurvenbüschels existiren, welche die 


*, Schröter a. a. O. p. 250. 
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8 in jenen Schnittpunkten bertihren. Sind A, B, C, D vier gegebene 
Punkte und s eine Gerade, und soll eine Kurve K konstruirt werden, 
welche durch A, B, C, D geht und s zur Tangente hat, so lege 
durch A, B, C, D und zwei beliebige Punkte P und Q der s zwei 
Kurven K, und K,, welche die s in zwei anderen Punkten P, und 
Q, schneiden. Bestimme dann die Ordnungspunkte E und F der 
durch P, P, und Q, Q, bestimmten Involution, so sind die beiden 
Kurven, welche durch A, B, C, D, E und A,B, C,D, F gehen, die 


‚zwei Kurven, welche den gegebenen Bedingungen genligen. 


folgt daher: 

Es gibt immer zwei Kurven 
zweiter Ordnung, welche durch gwei 
Paar gegebene imaginäre konjun- 
girte Punkte gehen und eine geyebene 
reelle Gerade berühren. Sind aber 
die vier gegebenen Punkte reell, oder 
sind ein Paar imaginär und kon- 
jungirt, das andere Paar aber reell, 
so existiren nur dann zwei, aber 
auch immer zwei Kurven zweiter 
Ordnung, welche durch die vier 
Punkte gehen und eine gegebene Gre- 
rade zur Tangente haben, wenn zwei 
durch die vier gegebenen Punkte und 
je einem Punkt der gegebenen Ge- 
raden gelegte Kurven diese (rerade 
in Punklepaaren schneiden, die sich 
nicht trennen. 


Es 


Es gibt immer gwei Kurven 
zweiter Ordnung, welche zwei Paar 
gegebene imaginäre konjungirte Ge- 
rade zu Tangenten haben und durch 
einen gegebenen reellen Punkt gehen. 
Sind aber die vier gegebenen (re- 
raden reell, oder sind ein Paar reell, 
das andere Paar imaginär und kon- 
jungirt, so existiren nur damn zwei 
aber auch immer zwei Kurven 
zweiter Ordnung, welche die vier 
gegebenen (Geraden zu Tangenten 
haben, und durch einen gegebenen 
Punkt gehen, wenn an zwei Kurven, 
welche die vier gegebenen Geraden und 
je eine durch den gegebenen Punkt 
gehenden Gerade zu Tangenten haben, 
aus diesem Punkte Tangentenpaare 
gehen, die sich nicht trennen. 


41. Es reiht sich hieran sogleich die Frage, ob sich immer eine 
und wie viele Kurven zweiter Ordnung durch drei gegebene Punkte 


legen lassen, welche zugleich zwei gegebene Gerade berühren. 


Es 


seien zu dem Ende A, B, C drei nicht in gerader Linie liegende 
Punkte, von denen B und C durch zwei Paar konjugirte Punkte 
einer involutorischen Punktereihe auf dem Träger | gegeben sein 
sollen, deren Ordnungspunkte sie sind, die also auch imaginär und 
konjungirt sein können. Ebenso seien die beiden gegebenen Ge- 


an 


raden d und e, welche Tangenten der gesuchten Kurven werden 
sollen, durch einen involutorischen Strahlenbüschel um den Mittel- 
punkt © gegeben, dessen Ordnungsstrahlen sie sind, die also eben- 
falls imaginär und konjungirt sein können. Der involutorische 
Strahlenbischel um S schneidet auf | eine zweite involutorische 
Punktereihe aus. Beide involutorische Punktereihen haben zwei Kon- 
jugirte Punkte R, und P, gemein, welche bezüglich aus © durch 
die Strahlen og, und r, projieirt werden. DaR, und P, zwei Punkte 
der der | in Bezug auf die gesuchte Kurve zugehörigen involu- 
torischen Punktereihe sind, so sind $, und P, in Bezug auf die 
gesuchte Kurve konjugirt; aus demselben Grunde sind auch die 
Strahlen o, und r, in Bezug auf die gesuchte Kurve konjugirt Es 
muss also die Polare von R, in Bezug auf die Kurve durch P, gehen, 
‘ und anderseits muss der Pol von e, auf r, liegen. Da nun letzterer 
dem Punkte R, ebenfalls in Bezug auf die gesuchte Kurve konjugirt 
ist, da o, durch R, geht, so muss R, der Pol von r, in Bezug auf 
die gesuchte Kurve werden. Ziehen wir also AR,, welche die r, 
in dem Punkte Rt,‘ schneidet und bestimmen den Punkt D, welcher 
RR,‘ von A und R, harmonisch trennt, so ist D ein vierter Punkt 
der gesuchten Kurve. Durch A, B, C, D ist aber ein Kurvenbtischel 
zweiter Ordnung bestimmt, für welchen BC = | und AD=, zwei 
Konjugirte gemeinschaftliche Sekanten sind. Da sich nun | und |, 
in R, durchschneiden, so ist R, ein Punkt des gemeinschaftlichen 
Tripels konjugirter Punkte in Bezug auf diesen Kurvenbiischel und 
somit r, der diesem Tripelpunkte gegenüberliegende Tripelstrahl, 
daher liegen auf r, die beiden anderen Punkte des gemeinschaft- 
lichen Tripels konjugirter Punkte, die reell oder imaginär und kon- 
Jungirt sind, je nachdem B und C reell oder imaginär und konjungirt 
sind. Diesem Kurvenbüschel gehört auch die gesuchte Kurve an, 
und ist jene Kurve desselben, für welche © ein gemeinschaftlicher 
Tangentendurchschnitt ist. Suchen wir also jene Kurven des Kurven- 
büschels (A, B, C, D), deren gemeinschaftlicher Tangentendurch- 
schnitt 5 ist, so erfüllen diese die gegebenen Bedingungen. Deren 
gibt es aber nur zwei, indem der involutorischen Punktereihe auf 
t,, in welcher die Kurven des Kurvenbüschels von r, geschnitten 
werden, auch die gemeinschaftlichen konjugirten Tangentendurch- 
schnitte je zweier Kurven des Kurvenbüschels angehören (37), und 
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es zu. dem Punkte © in dieser involutorischen Punktereihe nur einen 
einzigen konjugirten Punkt ©, gibt. Da der involutorischen Punkte- 
reihe auf tr, auch die Punkte angehören, in welchen r, die beiden kon- 
Jugirten gemeinsamen Sekanten | und |, des Kurvenbüschels schneidet, 
so sind P, und R,' ein Paar konjugirte Punkte dieser involutorischen 
Punktereihe. Beschreibt man also durch einen beliebigen PunktPder’r, 
und die vier Punkte A, B, C, D eine Kurve zweiter Ordnung, welche 
die r, in einem zweiten Punkte P, schneiden muss, so sind P, R, 
und P,P, zwei Paar konjugirte Punkte der involutorischen Punkte- 
reihe, also kann der Punkt S,, d. i. der dem S konjugirte gemein- 
‚schaftliche Tangentendurchschnitt der beiden fraglichen Kurven kon- 
struirt werden. Bestimmen wir nun die Ordnungspunkte R, und 
R, der involutorischen Punktereihe auf r,, so sind diese die zweiten 
Punkte des gemeinschaftlichen Tripels konjugirter Punkte des Kurven- 
büschels (A, B, C, D) (35), daher sndR,R, = r, WIRNR, = 
die zweiten Strahlen des gemeinschaftlichen Tripels konjugirter 
Strahlen. Beschreibt man nun eine beliebige Kurve f zweiter Ord- 
nung, welche dem Dreiseite r,r,r, (5) eingeschrieben ist, so be- 
stimmen die Tangenten aus den konjugirten Punkten der involu- 
torischen Punktereihe auf r, um f einen involutorischen Strahlen- 
büschel zweiter Ordnung, also deren Berührungspunkte eine involu- 
torische Punktereihe zweiter Ordnung, deren Involutionscentrum R, 
ist, indem nämlich rt, und r, die Ordnungsstrahlen des die involu- 
torische Punktereihe auf r, aus R, projicirenden involutorischen 
Strahlenbüschels sind. Ziehen wir also aus S und ©, Tangenten 
©M und ©,M, an f, deren Bertihrungspunkte auf f die Punkte M 
und M, sind, so geht die Berührungssehne MM, durch R,. Die f 
ist aber die Polarenkurve irgend eines Punktes S in der Ebene des 
Kurvenbüschels (A, B, C, D), und da © und ©, konjugirte Tan- 
gentendurchschnitte zweier Kurven des Kurvenbiüschels sind, so liegt 
S auf der durch R, gehenden Geraden r,, welche die f in den Be- 
rührungspunkten M und M, der durch S und ©, an f gehenden 
Tangenten schneidet, d. i. auf der Berührungssehne MM, (11). Da 
alle Strahlen, welche den Strahlen des Strahlenbüschels um S in 
Bezug auf die Kurven des Kurvenbüschels (ABCD) konjugirt sind, 
Tangenten an f sind, so muss der dem Strahle SM in dem gegebenen 
Strahlenbüschel um © konjugirte Strahl durch den Punkt S gehen; 
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denn dieser Strahlenbüschel gehört dem Punkte © in Bezug auf 
jede der beiden gesuchten Kurven an, also sind seine Konjugirten 
Strahlenpaare in Bezug auf beide Kurven konjugirt. Der Punkt S 
ist also konstruirbar. Ist S konstruirt, so ist auch der Strahl SS, 
in Bezug auf jede der beiden fraglichen Kurven dem Strahle S,M, 
konjugirt. Es sind also ©,M, und ©,S ein Paar konjugirte Strahlen 
‘ des dem ©, in Bezug auf die beiden fraglichen Kurven zugehörigen 
_ involutorischen Strahlenbüschel. Eine zweite beliebige dem Drei- 
seite t,r,r, eingeschriebene Kurve zweiter Ordnung F' liefert ein 
zweites Paar konjugirter Strahlen dieses involutorischen Strahlen- 
büschels um ©,, wodurch derselbe bestimmt ist. Beschreibt man 
nun nach 4() jene zwei Kurven zweiter Ordnung, welche die Ord- 
nungsstrahlen der beiden involutorischen Strahlenbüschel um © und 
©, zu Tangenten haben und durch den Punkt A gehen, so sind 
diese die beiden gesuchten Kurven. 

Da man auch P, und g, als Pol und Polare der zu suchenden 
Kurve auffassen kann, so erhält man für dieselben zwei Kurven 
zweiter Ordnung, also im Ganzen vier Kurven zweiter Ordnung, 
welche den gegebenen Bedingungen genügen. 

Was die Realität dieser Kurven betrifft, so hängt dieselbe in 
erster Linie von der Realität der Punkte $, und P, ab. Diese 
werden imaginär, wenn sowohl die Punkte B und C, als auch die 
Tangenten d und e reell sind, und B und C durch d und e ge- 
trennt sind (Schröter a. a. O. p. 61, Reye Geom. d. L. I. Aufl. 
B. I. p. 142). Dass in diesem Falle keine reelle Kurve möglich 
ist, welche durch die drei Punkte A, B, C geht und d und e zu 
Tangenten hat, folgt daraus, dass B in diesem Falle innerhalb des 
einen von d und e gebildeten Winkels und C innerhalb seines Neben- 
winkels liegt, eine Kurve zweiter Ordnung aber immer ganz inner- 
halb eines und desselben von zwei Tangenten gebildeten Winkels 
(und seines Scheitelwinkels) liegt. Sind R, und P, reell, so ist, 
wenn B und C imaginäre konjungirte Punkte sind, in welchem Falle 
durch den einen von den beiden Punkten © und S, reelle, durch 
den anderen imaginäre konjungirte gemeinsame Tangenten an die 
gesuchten Kurven gehen müssten, da dieselben in zwei imaginären 
konjungirten Punkten B, C, und zwei reellen Punkten A, D sich 
schneiden, die Realität der Kurven von den in 40 angegebenen Be- 
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Bedingungen abhängig. Sind die drei Punkte A, B, C Teell, so 
haben je zwei der gesuchten Kurven vier reelle gemeinschaftliche 
Punkte, daher müssen aus © und ©, an dieselbeu entweder zwei 
Paar reelle oder zwei Paar imaginäre konjungirte gemeinschaftliche 
Tangenten gehen. Im letzteren Falle, wenn also die gegebenen 
Tangenten d und e imaginär und konjungirt sind, sind alle vier 
Kurven reell. Wenn aber d und e reell sind, so hängt die Realität 
des einen oder anderen Kurvenpaares oder beider wieder von den 
in 40 angegebenen Bedingungen ab. Es folgt daher: 


Es lassen sich immer vier reelle 
Kurven zweiter Ordnung konstruiren, 
welche durch drei gegebene reelle 
Punkte gehen, und welche zwei ge- 
gebene imaginäre konjungirte Ge- 
rade zu Tangenten haben. Sind von 
den drei gegebenen Punkten zwei 
imaginär und konjungirt, oder sind 
die fünf gegebenen Elemente reell, so 
können ein Paar, oder beide Paare 
Kurven imaginär werden. Der letzte 
Fall tritt insbesondere ein, wenn 
alle fünf Elemente reell sind und 
zwei der gegebenen Punkte durch 
die beiden gegebenen (seraden ge- 
trennt sind. 


Es lassen sich immer vier Kurven 
zweiter Ordnung konstruiren, welche 
drei gegebene reelle (rerade zu Tan- 
genten haben und durch zwei imagi- 
näre konjungirte Punkte gehen. Sind 
von den drei gegebenen (reraden 
zwei imaginär und konjungirt, oder 
sind die fünf gegebenen Elemente 
reell, so können ein Paar oder beide 
Paare Kurven imaginär werden. 
Der letzte Fall tritt insbesondere 
ein, wenn alle fünf Elemente reell 
sind, und zwei der gegebenen Gre- 
raden durch die beiden gegebenen 
Punkte getrennt sind. 


42. Sind E und F zwei reelle oder imaginäre konjungirte Punkte 


und R,, R,, R, drei weiter gegebene Punkte, von denen wieder 
R, und R, imaginär und konjungirt sein können, und beschreibt 
man die Kurve $ zweiter Ordnung, welche durch die fünf gege- 
benen Punkte bestimmt ist, so kann diese als die Polkurve der Ge- 
raden EF in Bezug auf einen Kurvenbüschel betrachtet werden, in 
Bezug auf welchen R,, R,, R, das gemeinschaftliche Tripel kon- 
jugirter Punkte, und E und F ein Paar conjugirte Punkte sind. 
Von EF werden die Kurven dieses Kurvenbüschels in einer involu- 
torischen Punktereihe geschnitten, der auch die Durchschnitte mit 
den konjugirten reellen oder imaginären konjungirten Sekantenpaaren 
anzehören, und deren Ordnungspunkte E und F sind (33). Ebenso 
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werden die Kurven des Kurvenbüschels von R,R, = tr, in einer 
involutorischen Punktereihe von gleicher Eigenschaft geschnitten, 
deren Ordnungspunkte R, und R, sind. Die beiden involutorischen 
Punktereihen sind durch ihre Ordnungspunkte gegeben. Projicirt 
man dieselben aus dem Punkte R,, so erhält man zwei involutorische 
Strahlenbüschel um R,, deren gemeinschaftliche konjugirte Strahlen, 
die durch den Punkt R, gehenden gemeinschaftlichen konjugirten 
Sekanten | und |, des Kurvenbüschels sind. Sind dieselben reell, 
so sind R, und die Durchschnitte R‘ und R,‘ des Strahles r, mit 
| und |, ein Paar konjugirte Punkte der den | und f, in Bezug auf 
alle Kurven des Kurvenbtischels zugehörigen involutorischen Punkte- 
reihen. Ebenso sind die Punktepaare S, S’ und S,, S,‘, in welchen. 
f und f, bezüglich von’ EF und der Kurve f geschnitten werden, 
je ein Paar konjugirte Punkte dieser beiden involutorischen Punkte- 
reihen. Von letzteren sind also je zwei Paar konjugirte Punkte be- 
kannt, wodurch dieselben bestimmt sind. Deren Ordnungspunkte 
sind die vier Mittelpunkte des Kurvenbischels. | 

Sind entweder E und F oder R, und R, oder beide zugleich 
imaginär und konjungirt, so sind | und |, immer reell, da zwei in- 
volutorische Strahlenbtischel, mit demselben Mittelpunkte, von denen 
einer imaginäre Ordnungsstrahlen hat, immer zwei reelle gemein- 
schaftliche konjugirte Strahlen haben. Insbesondere hat, wenn R,, 
N,, NR, reell aber E und F imaginär und konjungirt sind, jedes der 
drei Paar involutorischen Strahlenbtschel um R,, R,, R, zwei reelle 
zusammenfallende konjugirte Strahlenpaare hat, so dass man also 
in diesem Falle immer einen Kurvenbüschel mit vier reellen Mittel- 
punkten erhält. Nur wenn sowohl E und F as R,R, und R, 
reell sind, können diese Strahlenbüschelpaare imaginäre Konjungirte 
gemeinschaftliche konjugirte Strahlenpaare haben. Es wird nun 
durch das Dreieck RR,NR, die ganze Ebene in sieben Theile ge- 
theilt, einen endlichen I, der von den drei Seiten des Dreieckes 
begrenzt wird, drei unendliche Ebentheile Il, die von einer Dreiecks- 
seite und den Verlängerungen der beiden anderen Dreiecksseiten 
begrenzt werden, endlich drei unendliche Ebentheile III, welche von 
je zwei liber eine Ecke hinaus verlängerten Dreiecksseiten begrenzt 
werden. Es ergibt nun die blosse Anschauung, dass, wie auch E 
und F in der Ebene gelegen sein mögen, immer wenigstens eines 
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der drei Paar involutorischen Strahlenbüschel um R,, R,, R, nicht 
durch einander getrennte Ordnungsstrahlen, also zwei reelle zu- 
sammenfallende konjugirte Strahlen hat, so dass es immer einen, 
aber wie die ganze Betrachtung lehrt, auch nur einen Kurven- 
büschel zweiter Ordnung gibt, der den gestellten Bedingungen 
genügt. Es folgt also: | 

Durch das gemeinschaftliche Durch das gemeinschaftliche 
Tripel konjugirter Punkte und| Tripel konjugirter Strahleu und 
ein Paar andere konjugirte Punkte |eın Paar anderer konjugirter 
ist ein Kurvenbüschel zweiter | Strahlen ist eine Kurvenschaar 
Ordnung vollständig bestimmt. | zweiter Ordnung vollkommen. be- 

stimmt. 


Anmerkung. Nur ein Fall blieb im Vorausgehenden unerledigt. Es 
können nämlich E und F auf einer durch Rı gehenden Geraden liegen. Dann 
ist EF eine der beiden in Rı sich schneidenden konjugirten gemeinschaftlichen 
Sekanten. Suchen wir dann jenen Strahl fı, welcher von EF = | durch die 
beiden Tripelpunkte Rz und Rs harmonisch getrennt ist (20), so ist dieser die 
der | konjugirte gemeinsame Sekante fı des gesuchten Kurvenbüschels. Legen wir 
durch F und die Tripelpunkte Rı, Rs, Rs eine beliebige Kurve R zweiter Ordnung, 
so ist diese die Polkurve irgend einor Greeraden s, in Bezug auf den Kurvenbüschel, 
auf welchen also auch die ihren Punkten in Bezug auf den Kurvenbüschel konju- 
girten Punkte liegen. 

Die durch die zweiten Durchschnitte F und Fı der | und fi mit 8 an 
diese Kurve gelegten Tangenten müssen sich also in dem Punkte Pı der ıı 
schneiden, in welchem die rı von der die $ erzeugenden Geraden s geschnitten 
wird (11). Die Gerade s muss aber auch durch den dem Punkte F in Bezug auf 
den Kurvenbüschel konjugirten Punkt E gehen, ist also EP. Die EP, schneidet 
die fı in einem Punkte Eı, welchem der Punkt Fı in Bezug auf den 
Kurvenbüschel konjugirt ist. Man kennt also wieder von den beiden, den 
Geraden f und fı in Bezug auf den Kurvenbüschel zugehörigen involutorischen 
Punktereihen zwei Paar konjugirte Punkte, nämlich E, F und Rı, R' auf | und 
E,, Fı und Rı, Rı‘ auf fi, kann also die Mittelpunkte des Kurvenbüschels 
konstruiren. , 

Die so eben angegebene Konstruktion erfordert die Realität der Punkte E 
und F. Sind auf der durch Rı gehenden Geraden EF die beiden in Bezug auf 
den gesuchten Kurvenbüschel honjugirten Punkte E und F imaginär und kon- 
jungirt, also durch eine involutorische Punktereihe AUı, BB... deren konjugirte 
Punktepaare einander trennen, gegeben, so muss die der EF = | in Bezug auf 
alle Kurven des Kurvenbüschels zugehörige involutorische Punktereihe reelle 
Ordnungspunkte M und Mı haben, d. i. es müssen auf | zwei reelle Mittelpunkte 
des Kurvenbüschels liegen (L. P. 76/77 p. 33 u. 34). M und M, müssen aber 
auch ein Paar konjugirte Punkte der Involution AYUı . BBı .. . sein. (L. P. 
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76'77 p. 34). Da nun auch Rı und R‘ der involutorischen Punktereihe angehören, 
von welcher M und Mı die Ordnungspunkte sind, so sind M und Mı jene zwei 
konjugirten Punkte der Involution AAı . BB: ... welche durch Rı und ®° 
harmonisch getrennt sind. Um diese zu konstruiren, beschreibe eine beliebige 
Kurve X zweiter Ordnung, an welche f eine Tangente ist. Ziehe aus W, Wı und 
3, Bı die zweiten Tangenten an K, so sind deren bezügliche Berührungspunkte 
A, Aı und B, B, zwei konjugirte Punktepaare einer involutorischen Punktereihe 
zweiter Ordnung auf X, deren Involutionscentrum der Durchschnitt 2 von AAı 
und BB, ist. Zieht man aus R, und R' ebenfalls die zweiten Tangenten oı und g' 
an X, welche K in Pı und P* berühren, und zieht aus dem Punkte gı _‘ eine 
Gerade nach 2, so schneidet diese auf X zwei konjugirte Punkte M und Mı aus, 
welche durch ?P, und P‘ harmonisch getrennt sind (Steiner, System-Entw. der 
Abhängigkeit geom. Gestalten p. 161). Zieht man also durch M und Mı Tan- 
genten « und zı an X, so sind gı und ge‘ ebenfalls durch « und z, harmonisch 
getrennt (Steiner a. a. O. p. 759), werden also von jeder fünften Tangente an X, 
somit auch von | in vier harmonischen Punkten geschnitten (Steiner a. a. O. 
p. 157), d. h. es werden Rı und R’ durch die Punkte, in welchen | von # und zı 
geschnitten wird, harmonisch getrennt. Da nun « und zı Tangenten durch zwei 
konjugirte Punkte M und M, der Involution ./Aı . BB... sind, so sind die 
erwähnten Durchschnitte jene zwei konjugirten Punkte M und Mı der Involution 
AU: . BBı... auf f, welche durch Rı und R’ harmonisch getrennt werden, 
d. i. die gesuchten reellen Mittelpunkte des Kurvenbüschels auf |. Man kann 
dann ein Paar beliebige, reelle konjugirte Punkte der der | in Bezug auf den 
Kurvenbüschel zugehörigen involutorischen Punktereihe konstruiren, und somit die 
noch übrigen zwei Mittelpunkte auf die bereits gezeigte Weise finden. 
Es gilt also der oben ausgesprochene Satz ganz allgemein. 


43. Es ist klar, dass eine Kurvenschaar zweiter Ordnung, welche 
zwei Parabeln enthält, aus lauter Parabeln bestehen muss; denn der 
Mittelpunkt einer Parabel ist ein unendlich ferner Punkt; enthält 
also eine Kurvenschaar zwei Parabeln, so ist deren Mittelpunkts- 
linie die unendlich ferne Gerade der Ebene; d. h. alle Mittelpunkte 
der Kurven der Schaar sind unendlich ferne Punkte, also sind alle 
Kurven Parabeln. 

Die unendlich ferne Gerade der Ebene, d. i. die Mittelpunkts- 
linie der Parabelschaar, ist zugleich eine Axe derselben, so dass die 
Parabelschaar entweder ausser der unendlich fernen Geraden der 
Ebene noch drei reelle Axen, oder noch eine reelle Axe und zwei 
imaginäre konjungirte Axen, somit ein vollständig reelles gemein- 
 sames Tripel konjugirter Punkte, oder ein solches mit nur einem 
reellen und zwei imaginären konjungirten Punkten hat. Die Di- 


rektricen dieser sämmtlichen Parabeln schneiden sich im Mittelpunkte 
5 
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des dem gemeinsamen Tripeldreiecke umschriebenen Kreises (L. P. 
76/77 p. 54). 

Ist F der Brennpunkt einer der Parabeln der Parabelschaar, 
und sind M und N die beiden imaginären Kreispunkte (L. P. 66/77 
p. 48), so ist FMN ein dieser Parabel umschriebenes Dreieck, dessen 
eine Ecke F rcell und dessen beide andere Ecken M und N ima- 
ginär und Kkonjungirt sind, da der Brennpunkt einer Kurve zweiter 
Ordnung der Mittelpunkt eines demselben in Bezug auf die Kurve 
zugehörigen involutorischen rechtwinkligen Strahlenbüschels ist, und 
die unendlich ferne Gerade eine Tangente der Parabel ist. Sind 
A, B, C die Durchschnitte der von der unendlich fernen Geraden 
der Ebene verschiedenen Axen, so können diese drei Durchschnitte 
reell sein, oder es kann nur ein Durchschnitt A reell sein, während 
die beiden anderen imaginär und konjungirt sind. 


Es sind also MNF und ABC zwei der Parabel umschriebene 
Dreiecke; es können daher ihre Seiten als zwei Tripel konjugirter 
Strahlen in Bezug auf eine Kurve K zweiter Ordnung aufgefasst 
werden (L. P. 76/77 p. 47); folglich müssen ihre Ecken in einer 
neuen Kurve Sl zweiter Ordnung liegen, welche der Ort der Pole 
der Tangenten der Parabel in Bezug auf K ist (L. P. 76/77. p. 46). 
Die Kurve muss aber, weil sie durch die imaginären Kreispunkte 
der Ebene geht, ein Kreis sein. Da diese Betrachtung für jede 
Parabel der Parabelschaar Geltung hat, so folgt: 

Die Brennpunkte aller einem Dreiseite eingeschriebenen Parabeln 
liegen in dem, dem Dreiseite umschriebenen, Kreise*) Das Dreiseit 
kann dabei vollständig reell oder es kann nur eine Seite und die ihr 
gegenüberliegende Ecke reell sein, während die beiden anderen Seiten, 
und die ibnen gegenüberliegenden Ecken dnagimär wid konjungirt sind. 

Es folgt zugleich, dass eine Kurvenschaar zweiter Ordnung mit 
vier Axen, von denen keine die unendlich ferne Gerade der Ebene 
ist, nur eine Parabel enthalten kann, deren Direktrix, da die Mittel- 
punktslinie der Schaar ein Durchmesser dieser Parabel sein muss, 
das aus dem Mittelpunkte des dem gemeinsamen Tripeldreiccke der 
Schaar umschriebenen Kreises auf deren Mittelpunktslinie gefällte Per- 
pendikel ist. 


*) v, Staudt, Beiträge z. G. d. L. p. 270. 
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44. Soll eine Kurvenschaar zweiter Ordnung gleichseitige Hy- 
perbeln enthalten, so muss, da der Mittelpunkt einer gleichseitigen 
Hyperbel immer in einem Kreise liegt, der einem beliebigen Tripel- 
dreiecke in Bezug auf die gleichseitige Hyperbel umschrieben ist 
(L. P. 76/77 p. 50), der dem allen Kurven der Schaar gemeinsamen 
Tripeldreiecke umschriebene Kreis die Mittelpunktslinie m der Schaar 
entweder berühren oder in zwei reellen Punkten schneiden. Im 
ersteren Falle hat die Schaar eine, im letzteren Falle zwei gleich- 
seitige Hyperbeln.. Nehmen wir an, die Kurvenschaar habe we- 
nigstens zwei reelle Axen a und b, während die beiden anderen e 
und d reell oder imaginär und konjungirt sein können, so ist durch 
a, c, d ein Dreiseit mit drei reellen, oder einer reellen a und zwei 
imaginären konjungirten Seiten (ce, d), also auch mit drei reellen 
Ecken ac, ed, da, oder mit einer reellen Ecke cd und zwei imagi- 
nären konjungirten Ecken ac, ad bestimmt. Nehmen wir ferner an, 
der dem gemeinsamen Tripeldreiecke AR,NR, der Schaar umschrie- 
bene Kreis schneide die Mittelpunktslinie m der -Schaar in den 
Punkten S und T, so sind S und T die Mittelpunkte zweier der 
Schaar angehörigen gleichseitigen Hyperbeln, die also dem Dreiseite 
acd eingeschrieben sind. Geben wir nach und nach der Axe b alle 
möglichen Lagen in der Ebene, so erhalten wir alle dem Dreiseite 
acd eingeschriebenen gleichseitigen Hyperbeln. Die Mittelpunkte 
dieser gleichseitigen Hyperbeln erhalten wir dann, wenn wir für 
jede neue Lage der b das Diagonaldreieck des Vierseites abed her- 
stellen, und die Durchschnitte des demselben umschriebenen Kreises 
mit der Mittelpunktslinie einer jeden durch das veränderliche Vier- 
seit abed bestimmten Kurvenschaar aufsuchen. Da aber aus dem 
reellen Punkte ab ausser a an jede dem Dreiseite acd eingeschrie- 
bene gleichseitige Hyperbel eine zweite Tangente gehen muss, so 
genügt es, um alle dem Dreiseite acd eingeschriebenen gleichseitigen 
Hyperbeln zu erhalten, die Axe b um den Punkt ab zu drehen. 
Die Mittelpunktslinie m dreht sich dann um die Mitte M der auf 
dem immer reellen Tripelstrahle r, liegenden reellen gemeinschatt- 
lichen konjugirten gemeinsamen Tangentendurchschnitte ab, cd (29). 
Die in dieser veränderlichen Kurvenschaar enthaltenen Parabeln 
sind ebenfalls dem Dreiseite acd eingeschrieben, und bilden daher 
eine Parabelschaar. Die Direktricen aller dieser Parabeln schneiden 
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sich also in dem Mittelpunkte L des Kreises, welcher dem Diagonal- 
dreiecke P,P,P, der von a, c, d und der unendlich fernen Geraden 
8. gebildeten Vierseites umschrieben ist (43), welcher Kreis also 
— es mag das Dreiseit acd vollständig reell sein oder nicht — 
stets konstruirt werden kann (8), und unveränderlich ist. Bezeichnet 
O den Durchschnitt der aus dem Mittelpunkte des dem veränder- 
lichen Dreiecke R,R,R, umschriebenen Kreises auf die veränder- 
liche Mittelpunktslinie m gefällten Perpendikels, das also als Di- 
rektrix einer der veränderlichen Kurvenschaar angehörigen Parabel 
stets durch L geht (43), so folgt aus dem rechtwinkligen Dreiecke 
MLO: 
ML? — MO? + OL?. 
Da nun die auf (ab, cd) liegenden Tripelpunkte R, und R, stets 
durch die gemeinschaftlichen Tangentendurchschnitte ab, cd har- 
monisch getrennt sind (35. 36), so liegt der Mittelpunkt M von (ab, 
cd) immer ausserhalb des Segmentes R,R,. Es müssen also die 
Punkte S und T, selbst wenn R, und R, reell sind, auf einerlei 
Seite von (ab, cd) liegen. Daher ist: 
MO = MS + SO 
und MO = MT — OT, 
somit MO? = MS.MT + SO.MT — MS.OT — SO.OT. 
Da nun SO = OT, 
so folgt MO? MS.MT + SO(MT -- MS) — SO? 
MS.MT + SO.ST --. SO? 
MS.MT + 250? — SO? 
MS.MT + SO®. 
Es ist also ML? MS.MT + SO? + OL®. 
Aus dem rechtwinkligen Dreiecke OSL folgt aber: 
SO? + OL? = SL}, 
folglich wird: ML? = MS.MT + SL#, 
also SL? = ML? — MS.MT. 
Nun kann der veränderliche Tripelstrahl r,, auf welchem die festen 
Punkte ab und cd liegen, immer als gemeinschaftliche Sekante eines 
Kreisbüschels aufgefasst werden, dessen, von den imaginären Kreis- 
punkten verschiedene, Mittelpunkte die jeweiligen auf r, liegenden 
Tripelpunkte R, und R, sind. Dem oben Gesagten zufolge sind 
daher ab und cd ein Paar konjugirte Punkte in Bezug auf den ver- 
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änderlichen Kreisbischel, also schneidet der tiber der Strecke (ab, 
cd) als Durchmesser konstruirte Kreis, dessen Mittelpunkt M ist, 
jeden Kreis des Kreisbischels, also auch den Kreis um RR,R, 
rechtwinklig. Die aus M an den Kreis um R,R,R, gehenden Tan- 
genten sind somit Radien des Kreises über (ab, cd). Bezeichnen 
wir den Radius dieses Kreises mit r, so ist: 
r? = MT.MS, 

folglich wird: SL’ = ML? — r?. 
Da nun ML und r für alle durch das veränderliche Vierseit abed 
bestimmte Kurvenschaaren konstant sind, so ist SL eine konstante 
Grösse ; daher liegen die veränderlichen Punkte S und T, d. i. die 
Mittelpunkte sämmtlicher dem Dreiseite acd eingeschriebenen gleich- 
seitigen Hyperbeln in einem um L mit dem Radius SL beschrie- 
benen Kreise. Die obige Gleichung lehrt zugleich, dass der Radius 
des gefundenen Ortskreises eine Tangente an den Kreis über (ab, 
cd) ist, dass also beide Kreise sich rechtwinklig schneiden. 

Die sämmtlichen dem Dreiecke acd eingeschriebenen Parabeln 
sind dem Vierseite g .acd eingeschrieben. Es ist also (ga, cd) 
= 9; (8,6, ad) = 9; ($gnd, ac) = o, das gemeinsame Tripel 
konjugirter Strahlen der Parabelschaar, unter denen og, und der ihm 
gegenüberliegende Tripelpunkt P, stets reell sind. Da nun g„4 
der unendlich ferne Punkt der a ist, so ist oe, die durch cd zu a 
gehende Parallele. cd und ga sind aber die auf dem Strahle o, 
liegenden gemeinsamen konjugirten Tangentendurchschnitte der Pa- 
rabelschaar, sind folglich ein Paar konjugirte Punkte der involu- 
torischen Punktereihe, in welcher die Parabeln der Schaar von g, 
geschnitten werden (35. 36), also ist ed, da ga der unendlich 
ferne Punkt von oe, ist, der Centralpunkt dieser Involution. Die 
Ordnungspunkte derselben sind aber die auf o, liegenden Tripel- 
punkte P, und P;; folglich gehört die erwähnte involutorische Punkte- 
reihe auf g, der g, in Bezug auf jede durch P, und P, gehende 
Kurve zweiter Ordnung, somit auch in Bezug auf den Kreis um 
P,P,P, an. Der Centralpunkt der einer Geraden in Bezug auf einen 
Kreis zugehörigen involutorischen Punktereihe liegt aber immer senkK- 
recht über dem Mittelpunkte des Kreises, daher ist L(cd) senkrecht 
zu g@,, folglich auch senkrecht zu der ihr parallelen Seite a des 
Dreiseites acd. Ist also Q@ der Durchschnitt von L(cd) mit a, so 


46 


geht der tiber (ab, cd) als Durchmesser beschriebene Kreis durch Q. 
Bezeichnet ferner N den Berührungspunkt der aus L an den Kreis 
über (ab, cd) gezogenen Tangente, so ist: 

LN? = LQ.Li(cd), 
oder, wenn J den Schnittpunkt von L(ed) mit dem Ortskreise der 
Mittelpunkte der u Dreiseite acd ENEERNI DEREN sleichseitigen 
Hyperbeln vorstellt: 

LJ? = LQ. Li(ed), 
daLN = L)J, in dem sich beide Kreise rechtwinklig durchschneiden. 
Diese Gleichung zeigt aber, dass Q und cd durch diesen Ortskreis har- 
monisch getrennt sind, dass also, weil L(cd) senkrecht zu a, ed der 
Pol von a in Bezug auf den erwähnten Ortskreis ist. Da nun cd 
dem Gesagten zufolge ausserhalb dieses Ortskreises liegen muss, so 
muss derselbe die a notwendig in zwei reellen Punkten U und U‘ 
(durehschneiden. 

Der um das Dreiseit acd beschriebene Kreis ist der Ort der 
Brennpunkte der sämmitlichen dem Dreiseite acd eingeschriebenen 
Parabeln (43); daher ist der Punkt H, in welchem L(ed) zum 
zweiten Male von diesem Kreise geschnitten wird, Brennpunkt einer 
dieser Parabeln. Da a eine Tangente an diese Parabel ist, so ist 
Q ein Punkt ihrer Scheiteltangente, da die Scheiteltangente einer 
Parabel der Ort der Fusspunkte der aus dem Brennpunkte auf 
sämmtliche Parabeltangenten gefällten Perpendikel ist. Es ist aber 
L ein Punkt der Direktrix dieser Parabel, daher ist: 

HQ = QL. 
Da nun cd der Pol von a in Bezug auf den Ortskreis der dem 
Dreiseite acd eingeschriebenen gleichseitigen Hyperbeln ist, so ist 
U(ed) eine Tangente an diesen Kreis, daher ne U(ed)L ein bei U 
rechtwinkliges Dreieck, folglich ist, weil LQ L(ed): 
UQ’ = LQ.Reed) = HMO. er: 

Liegt nun Q ausserhalb des Kreises um acd, was immer der Fall 
ist, wenn von dein Dreiecke acd nur die Seite a und die ihr 
gegenüberliegende Ecke reell sind, während e und d, sowie ac und 
ad imaginär und konjungirt sind, was aber, im Falle acd vollständig 
reell ist, nur statt hat, wenn das Dreiseit stumpfwinklig ist, so 
lehrt die obige Gleichung, dass UÜQ der aus Q an den Kreis um 
acd gehenden Tangente gleich ist. Ein um @ mit dem Radius 
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UQ beschriebener Kreis, der also auch durch U’ geht, schneidet 
daher den Kreis um acd, also auch jeden Kreis rechtwinklig, der 
dem Kreisbüschel mit den Mittelpunkten ac und ad zugehört. Es 
sind also U und U’ zwei konjugirte Punkte der der a in Bezug auf 
den Kreis um acd zugehörigen involutorischen Punktereihe, also 
sind U und U’ durch ae und ad harmonisch getrennt, es mögen ac 
und ad reell oder imaginär und konjungirt sein. Da nun der Orts- 
kreis der Mittelpunkte der dem Dreiseit acd eingeschriebenen gleich- 
seitigen Hyperbeln ebenfalls durch U und U’ gelıt, so sind ac und 
ad in Bezug auf diesen Kreis konjugirt, also geht die Polare des 
einen dieser Punkte sowohl durch den andern, als auch durch den 
Punkt cd, als dem Pole der a, d h. die Ecken und Seiten des 
Dreiseites acd, bilden ein Tripel konjugirter Punkte und Strahlen 
in Bezug auf diesen Ortskreis. Es folgt also: 

Die Mittelpunkte sämmtlicher einem  Dreiseite eingeschriebenen 
gleichseitigen Hyperbeln -- das Dreiseit mag vollständig reell, 
oder es mag nur eine Seite und die ihr. gegenüberlie- 
gende Ecke reell sein, während die beiden anderen Ecken 
und Seiten imaginär und konjungirt sind — liegen in einem 
Kreise in Bezug auf welchen die Seiten und Ecken des Dreiseits ein 
Tripel konjugirter Strahlen und Punkte sind, und dessen Mittelpunkt 
der Durchschnitt der Direktricen der dem Dreiseite eingeschriebenen Pa- 
rabeln ist. 

Anmerkung. Aus der vorauszehenden Betrachtung folgt zugleich, dass 
einem Dreiseite mit nur einer reellen Seite und Ecke und zwei imagimären kon- 
Jungirten Seiten und Ecken sich immer gleichseitige Hyperbeln einschreihen lassen ; 
einem vollständig reellen Dreiseite aber nur dann, wenn es stumpfwinklig ist*) 

45. Es seien K,, K,, K, drei beliebige, aber nicht einem und 
demselben Kurvenbüschel angehörige Kurven zweiter Ordnung und 
s sei eine beliebige Gerade der Ebene. Die Polaren der reellen 
und imaginären Punkte der s in Bezug auf K, und K, durch- 
schneiden sich auf einer Kurve Sl’ zweiter Ordnung, auf welcher 
auch die Pole S, und S, der s in Bezug auf K, und K, liegen 
(L. P. 76/77 p. 46). Ebenso durchschneiden sich die Polaren der 
Punkte der s in Bezug auf K, und K, in einer Kurve $t" zweiter 
Ordnung, auf welcher die Pole S, und S, der s in Bezug auf K, 


*) Schröter a. a. OÖ. p. 297. 
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und K, liegen. Die beiden Kurven &' und S“ haben daher einen 
reellen Punkt S, gemein, müssen also mindestens noch einen reellen 
Punkt Q, und noch zwei reelle oder imaginäre konjungirte Punkte 
Q, und Q, gemein haben. In Q,, Q,, Q, müssen sich also je drei 
. Polaren dreier Punkte P,, P,, P, der s durchschneiden, von denen 
einer P, nothwendig reell ist, während die beiden anderen P, und 
P, reell oder imaginär und konjungirt sind, je nachdem Q, und Q, reell 


oder imaginär und konjungirt sind (L. P. 76/77 p. 28). 


Es sind 


also P,, Q, ; P,, Q, ; P,, Q, kKonjugirte Punktepaare in Bezug auf 


alle drei Kurven K,, K,,K,.. 


Da diese Betrachtung in Bezug 


auf jede Gerade der Ebene gilt, so folgt: 


Der Ort, der in Bezug auf 
drei nicht einem und demselben 
Kurvenbüschel angehörigen Kur- 
ven zweiter Ordnung konjugirten 
Punkte ist eine Kurve, welche 
von jeder Geraden der Ebene 
entweder ın drei reellen oder in 
einem reellen und zwei imagi- 
nären konjungirten Punkten ge- 


Die Umhüllende der in Bezug 
auf drei nicht einer und derselben 
Kurvenschaar angehörigen Kur- 
ven zweiter Ordnung konjugirten 
Strahlen, ist eine Kurve, an 
welche aus jedem Punkte der 
Icbene entweder drei reelle oder 
eine reelle und zwei imaginäre 
konjungirte Tangenten gehen, d. h. 


sehnitten wird, d. h. eine Kurve |eine Kurve dritter Klasse. 
dritter Ordnung. 

46. Es sei ABC ein Dreieck, das entweder vollständig reell ist, 
oder von dem nur eine Ecke C und die ihr gegenüberliegende Seite 
AB reell sind, während die übrigen Ecken und Seiten imaginär und 
konjungirt sind. Es sei abe das Polardreiseit von ABC in Bezug 
auf eine Kurve K zweiter Ordnung, dann sind a und b zwei reelle 
oder imaginäre konjungirte Strahlen, welche sich in dem reellen 
Pole ab von AB durchschneiden (L. P. 16/77 p. 28°. Ebenso ist 
die Polare e von C eine reelle Gerade, während die Pole ac und 
be von a und c zwei reelle oder imaginäre konjungirte Punkte auf 
‘e sind. Die Verbindungslinien (A, be) = p und (B, ac) = q sind 
ebenfalls zwei reelle oder imaginäre konjungirte Gerade (L. P. 76/77 
p- 15). Es ist nun (AB)peq ein vollständiges Vierseit mit jeden- 
falls zwei reellen Seiten (AB) und ce, auf welchen bezüglich die 
reellen oder imaginären konjungirten Eckenpaare A, B und ac, be 
liegen. Es sind aber A und ac, sowie B und bc in Bezug auf K 
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konjugirt, weil jeder dieser Punkte auf der Polare des anderen in 
Bezug auf K liegt, also sind nach dem Hesse’schen Satze vom voll- 
ständigen Vierseite auch der reelle Durchschnitt (AB, c) =M, und 
der reelle Durchschnitt pq in Bezug auf K konjugirt (L. P. 76/77 
p. 2 und p. 44). Durch pq geht also die Polare m von M. Da, 
nun 'M sowohl auf AB, als auf c liegt, so ist M sowohl dem Pole 
C von C als auch dem Pole ab von AB konjugirt, also ist die Ver- 
bindungslinie von C und ab die Polare m von M. Es schneiden sich 
also die Verbindungslinien p von A und be, q von B und ac und 
m von C und ab in einem Punkte. Durch die reciproke Be- 
trachtung findet man, dass die Durchschnitte von AB und (be, ac) 
—= c, BC und (ac, ab) = a; CA und (ab, be) = b in einer 
Geraden liegen. Es folgt also: 

Jedes Dreieck und sein Polardreiseit in Bezug auf eine beliebige 
Kurve zweiter Ordnung liegen perspektiwisch es mag das Dreieck 
vollständig reell sein, oder es mögen nur eine Seite und die 
‚gegenüberliegende Ecke reell sein, während die beiden 
anderen Ecken und Seiten imaginär und konjungirt sind. 

47. Es seien nun K,, K,, K, wieder drei beliebige Kurven 
zweiter Ordnung, welche aber nicht einem und demselben Kurven- 
büschel angehören; ferner sei R,"R,'"R,' das gemeinschaftliche 
Tripel konjugirter Punkte in Bezug auf K, und K, und o,”", &,“‘, 0,“ 
seien die Polaren von R,’‘, R,, R,‘“ in Bezug auf K,. Sind dann 
rw“ r,‘““ die den Punkten RR," NR, gegentiber liegenden 
Tripelstralilen, so liegen nach 46 die Punkte g, “1, “', 9," r,‘", 1,“ 
in einer Geraden. Da nun R,“‘ jedem Punkte des r,“ in Bezug 
auf K, und K, und jedem Punkte der go,‘ in Bezug auf K, kon- 
jugirt ist, so sind R,‘“ und rt,‘ og,‘ in Bezug auf alle drei Kurven 
konjugirt, liegen also auf der Ortskurve © dritter Ordnung, welche 
in 45 gefunden wurde. Ebenso liegen R,“' und 1,“ og,‘ sowie N,‘ 
und 1,‘ og,‘ auf der Ortskurve C. Auf dieselbe Weise folgt, dass 
das gemeinsame Tripel konjugirter Punkte RR, NR,‘ des Kurven- 
paares K, und K,, und das gemeinsame Tripel konjugirter Punkte 
KR,'R,’ des Kurvenpaares K, und K, aufC liegen müssen. Es 
folgt also: 

Auf der Kurve U dritter An die Kurve c dritter Klasse, 
Ordnung, welche der Ort der in | welche die Umhilllungskurve der 
| 6 
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Bezug auf drei nicht einem und 
demselben Kurvenbüschel ange- 
körigen Kurven zweiter Ordnung 
konjugirten Punktepaare ist, liegen 
auch die je einem Paare der drei 
Kurven gemeinsamen Tripel kon- 
Jugirter Punkte und die je einem 
solchen Tripel in Bezug auf alle 
drei Kurven konjugirten Punkte 
sind drei in gerader Linie Punkte 


in Bezug auf drei nicht einer 
und derselben Kurvenschaar an- 
gehörige Kurven zweiter Ord- 
nung konjugirten Strahlenpaare 
ist, sind auch die je einem Paare 
der drei Kurven gemeinsamen 
Tripel konjugirter Strahlen Tan- 
genten, und die je einem solchen 
Tripel in Bezug auf alle drei 
Kurven konjugirten Strahlen sind 


drei in einem „ernkte sich schnei- 
dende Tangenten der Umhül- 
lungskurve_c. j 


48. Durch die drei Kurven K,, K,, K, zweiter Ordnung sind 
drei Kurvenbüschel (K,K,) = W“, (K, K,) = W' und (K,, K,) 
— W' bestimmt. Da nun zwei Punkte der Ebene, welche in Bezug 


der Ortskurve CO. 


auf zwei Kurven zweiter Ordnung konjugirt sind, auch in Bezug. auf: 


alle Kurven des durch die beiden ersteren bestimmten Kurven- 
büschels konjugirt sind (27), so folgt, dass alle in Bezug auf K,, 
K, und K, Konjugirten Punktepaare der Ortskurve C dritter Ord- 
nung auch in Bezug auf sämmtliche Kurven der drei Kurvenbiüschel 
Wr, U, WA konjugirt sind. Sind also K,‘, K,', K,' drei beliebige 
Kurven der drei Kurvenbüschel, und stellt man die in Bezug auf 
K,‘,K,‘,K,‘ konjugirten Punktepaare der Ebene her, so erhält man 
dieselbe Ortskurve C dritter Ordnung, welche die ursprünglichen 
drei Kurven K,, K,, K, lieferten. Es liegen also in dieser Orts- 
kurve C auch die gemeinschaftlichen Tripel konjugirter Punkte der 
drei Kurvenbüschel (K,', K,') = 8°; (K,', K,') = #" und (K,‘, 
K,) = %. Für irgend drei Kurven K,“, K,“, K,“ der Büschel 
B, B', 3" gelten aber dieselben Schlüsse wie für die Kurven K,‘, 
K,‘, K,'; es liegen also die drei gemeinschaftlichen Tripel der Kur- 
venbüschel (K,’K,') = €'; (K,'K,") = &' und (K,’K,) =€ 
in der Ortskurve C dritter Ordnung. So fortschliessend erhält man 
immer neue Kurvenbüschel zweiter Ordnung, deren gemeinschaftliche 
Tripel koniugirter Punkte in der Ortskurve C dritter Ordnung liegen. 
Wir geben daher folgende Erklärung: 
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Der Inbegriff aller Kurven 
zweiter Ordnung von der Art, dass 
die gemeinschaftlichen Tripel kon- 
Jugirter Punkte je zweier derselben 
eine und dieselbe Kurve dritter 
Ordnung — Tripelpunktkurve 
— erfüllen, heisst ein Kurven- 
hüschelnetz zweiter Ordnung. 


Der Inbegriff aller Kurven 
zweiter Ordnung von der Art, 
dass die gemeinschaftlichen Tripel 
konjugirter Strahlen je zweier 
derselben eine und dieselbe Kurve 
dritter Klasse — Tripelstrah- 
lenkurve — umhüllen, heisst 
ein Kurvenschaarnelz zweiter 
Ordnung. 


49. Aus dieser Erklärung und dem-orhergehenden Artikel folgt: 


Die Tripelpunktkurve eines 
Kurvenbüschelnetzes zweiter Ord- 
nung ist auch der Ort derjenigen 
Punktepaare, welche in Bezug 
auf alle Kurven des Netzes kon- 
jugirt sind. 

Die den Punkten eines Tripels 
konjugirter Punkte irgend eines 
Kurvenbüschelsdes Netzesin Bezug 
auf sämmtliche Kurven des Netzes 
konjugirten Punkte liegen auf 
einer Geraden, und sind die 
dritten Durchschnitte der, den 
Triyelpunkten gegenüberliegenden, 
Tripelstrahlen mit der Tripel- 
punktkurve. 


Die Tripelstrahlenkurve eines 
Kurvenschaarnetzes zweiter Ord- 
nung ist auch die Umhüllende 
derjenigen Strahlenpaare, welche 
in Bezug auf alle Kurven des 
Netzes konjugirt sind. 

Die den Strahlen eines Tripels 
konjugirter Strahlen irgend einer 
Kurvenschaar des Netzes in Be- 
zug auf sämmtliche Kurven des 
Netzes  konjugirten Strahlen 
schneiden sich in einem Punkte, 
und sind die dritten Tangenten 
aus den, den Tripelstrahlen gegen- 
überliegenden, Tripelpunkten an 
die Tripelstrahlenkurve. 


50. Sind K,‘, K,‘, K,‘ drei Kurven eines Kurvenbüschelnetzes 


zweiter Ordnung, welche ein gemeinsames Tripel R'R,'R,‘ konju- 
girter Punkte haben, so ist durch dieses Tripel konjugirter Punkte, 
und irgend zwei reelle oder imaginäre konjugirte Punkte P und Q 
der Tripelpunktkurve, welche in Bezug auf sämmtliche Kurven des 
Netzes, also auch in Bezug auf K,‘, K,‘, K,‘ konjugirt sind, ein 
Kurvenbüschel zweiter Ordnung bestimmt (42). Die Kurven dieses 
Kurvenbüschels werden, von PQ in einer involutorischen Punktereihe 
geschnitten, deren Ordnungspunkte P und Q sind (33). Da die 
Schnittpunkte der PQ mit den Kurven K,‘, K,‘, K,‘ durch P und 
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Q harmonisch getrennt sind, so gehören dieser involutorischen Punkte- 
reihe auch die Schnittpunkte der PQ mit K,‘, K,‘, K,‘ als konju- 
girte Punktepaare an. Das Gleiche gilt in Bezug auf die involu- 
torischen Punktereihen, in welchen die Kurven des Kurvenbiüschels 
von den Strahlen des Tripels R,'R,'R,‘ geschnitten werden. Es 
folgt aber dann aus der in 42 durchgeführten Betrachtung, dass die 
gemeinschaftlichen konjugirten Sekanten des Kurvenbüschels zugleich 
gemeinschaftlich konjugirte Sekanten der Kurvenpaare (K,’, K,‘); 
(K,',K,'); (K,', K,‘) sind, dass also K,‘, K,‘, K,‘ selbst dem Kur- 
venbüschel angehören. Daher: 

Haben irgend drei Kurven Haben irgend drei Kurven 
eines Kurvenbüschelnelzes zweiter | eines Kurvenschaarnetzes zweiter 
Ordnung ein gemeinschaftliches | Ordnung ein gemeinschaftliches 
Trinel konjugirter Punkte, so| Tripel konjugirter Strahlen, so 
gehören sie einem und demselben | gehören sie einer und derselben 
Kurvenbüschel des Netzes an. | Kurvenschaar des Netzes an. 

51. Es seien R, R,, R, drei gegebene Punkte, und P und p 
ein vierter gegebener Punkt und eine gegebene Gerade der Ebene, 
und suchen wir eine Kurve zweiter Ordnung, in Bezug auf welche 
NR, R, NR, ein Tripel konjugirter Punkte und P und p Pol und 
‘ Polare sind. R,, P und p sollen dabei immer als reell vorausgesetzt 
werden, während R, und R, auch imaginär und konjungirt sein 
könneu. Zu dem Ende beschreiben wir durch die vier Punkte R,, 
N,, R, und P eine beliebige Kurve 8 zweiter Orduung, so kann 
diese als Polkurve der p in Bezug auf einen Kurvenbüschel zweiter 
Ordnung aufgefasst werden, dem die gesuchte Kurve angehört. Be- 
stimmen wir die der p in Bezug auf die Kurve fl zugehörige invo- 
lutorische Punktereihe, so können nach 42 die Mittelpunkte A, B, 
C, D dieses Kurvenbüschels auf den reellen konjugirten Sekanten 
durch R, gefunden werden. Zieht man dann R,P, welche den dem 
N, gegentiberliegenden Tripelstrahle r, in R, und p in P schneidet, 
so sind R,, R, und P, ® zwei Paar konjugirte Punkte der der R,P 
in Bezug auf die gesuchte Kurve zugehörigen involutorischen Punkte- 
reihe. Bestimmt man daher die Ordnungspunkte M und M, dieser 
involutorischen Punktereihe, und beschreibt die Kurve K zweiter 
Ordnung, welche durch fünf der sechs Punkte M, M,; A,B; G,D 
geht, so geht diese immer auch durch den sechsten Punkt, da Bezug 
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auf dieselben immer R, und r, Pol und Polare sind, also in ihr 
immer jener Punkt liegen muss, welcher einen ihrer Punkte von 
R, und r, harmonisch trennt. In Bezug auf diese Kurve K ist 
also R,R,R, ein Tripel konjugirter Punkte, da sie dem Kurven- 
büschel mit den Mittelpunkten A, B, C, D angehört. Ausserdem 
liegt der Pol von p in Bezug auf die gefundene Kurve auf 8 und 
ist zugleich der Punkt eines durch R, geucenden Strahles, welcher 
von p durch die Kurve K harmonisch getrennt ist. Da nun nur 
ein einziger Punkt Pol der p in Bezug auf die K sein kann, so 
kann es auch nur einen einzigen Strahl durch R, geben, der die 
8 in einem zweiten Punkte schneidet, welcher von p durch die K 
harmonisch getrennt ist. Es muss also P der Pol von p in Bezug 
auf K sein. 

Die angegebene Konstruktion erfordert, dass von den drei 
Punktepaaren M, M,; A, B; C, D mindestens ein Paar reell sind. 
Diese Bedingung ist nun stets erfüllt, wenn von den drei Punkten 
R,, R,, R, bloss einer R, reell ist, A, und R, aber imaginär und 
konjungirt sind, weil in diesem Falle immer zwei der Mittelpunkte 
des Kurvenbüschels reell sind. 

Ist aber das Dreieck R,R,R, vollständig reell, so ist klar, dass, 
wenn auch die involutorische Punktereihe auf. R,P imaginäre Ord- 
nungspunkte hat, und die vier Mittelpunkte des Kurvenbischels 
imaginär werden, und auf den durch R, gehenden als reell voraus- 
gesetzten konjugirten gemeinsamen Sekanten liegen, die Gerade R,P, 
ohne in irgend einer Weise der obigen Betrachtung Eintrag zu thun, 
durch R,P oder R,P ersetzt werden kann. Die Kurve K ist daher 
immer möglich, wenn die oben angegebene involutorische Punkte- 
reihe auf einer der drei Geraden reelle Ordnungspunkte hat, d. h. 
wenn auf einer derselben p und P nicht durch den auf der Geraden 
liegenden Tripelpunkt und den ihm gegenüberliegenden Tripelstrahl 
getrennt sind. Die blosse Anschauung lehrt nun, dass die drei durch 
p und P, die Tripelpunkte und die ihnen gegenüberliegenden Tripel- 
strahlen auf R,P, R,P und R,P bestimmten involutorischen Punkte- 
reihen nur in den folgenden zwei Fällen imaginäre konjungirte Ord- 
nungspunkte haben: 

a. wenn p. die Verlängerungen der drei Seiten des Dreieckes®,R,R, 
durchschneidet, und P innerhalb des Dreieckes A,R,NR, liegt; 
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b. wenn P innerhalb des Scheitelwinkels eines der drei inneren 
Dreieckswinkel liegt, und zugleich p die diesen Dreieckswinkel 
einschliessenden Seiten zwischen den Dreiecksecken durch- 
schneidet. 

In jedem dieser beiden Fälle kann aber die Kurve fl nur eine 
Hyperbel werden, auf deren einem Aste der Punkt P und zwei 
Punkte des Tripels R,R,R, liegen, während der dritte Tripelpunkt 
auf dem zweiten Hyperbelast liegt. Diese Hyperbel muss die p in 
zwei reellen Punkten schneiden, welche nur durch ein einziges Paar 
in einem Tripelpunkte sich schneidender Tripelstrahlen nicht getrennt 
werden. Es hat also der durch die in 42 angegebene Konstruktion 
bestimmte Strahlenbüschel vier imaginäre Mittelpunkte und man er- 
hält zur Konstruktion der K lauter imaginäre Punkte, wodurch die- 
selbe selbst imaginär wird. Es folgt also: 

Es gibt im Allgemeinen eine aber auch nur eine Kurve zweiter 
Ordnung, in Bezug auf welche drei gegebene Punkte ein Tripel konjugirter 
Punkte und ein gegebener Punkt und eine gegebene Gerade Pol und 
Polare werden. Diese Kurve ist immer möglich, wenn von dem gege- 
benen Tripel nur ein Punkt und der ihm. gegenüberliegende Tripelstrahl 
reell sind, während die beiden anderen Punkte desselben imaginär kon- 
jungirte Punkte sind. Ist aber das gegebene Tripel vollständig reell, so 
wird die Kurve unmöglich, wenn entweder die gegebene Gerade die 
Verlängerungen der drei Seiten des Tripeldreieckes durchschneidet, und 
ihr gegebener Pol innerhalb dieses Dreieches liegt, oder wenn die gegebene 
Gerude zwei Seiten des Tripeldreickes zwischen den auf ihmen liegenden 
Ecken schneidet, und ihr gegebener Pol innerhalb des von den Ver- 
längerungen der durchschnittenen Seiten gebildeten Winkels liegt. 

Anmerkung: Geht p durch einen der Tripelpunkte Rı, so muss, wenn 
überhaupt die Kurve K existiren soll, P auf rı liegen, da der Pol einer jeden durch 
einen bestimmten Punkt gehenden Geraden in Bezug auf eine Kurve zweiter 
Ordnung auf der Polare dieses Punktes liegen muss. Die den Punkten der p 
in Bezug auf alle Kurven des Kurvenbüschels, dem die K angehört, konjugirten 
Punkte liegen dann auf der Geraden RıP (19). pı, RıP und ra, Ts sind dann 
zwei Paar konjugirte Strahlen desjenigen involutorischen Strahlenbischels, dessen 
Ordnungstrahlen die durch Rı hindurchgehenden konjugirten gemeinsamen Se- 
kanten des Kurvenbüchels sind (20). Von den diesen gemeinsamen Sekanten in 
Bezug auf den Kurvenbüschel zugehörigen involutorischen Punktereihen kennt 


man aber nur je ein Paar konjugirte Punkte, nämlich X, und die Durchschnitte 
der beiden Sekanten mit dem Tripelstralle rı. Es können also die Mittelpunkte 
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des Kurvenbüschels selbst dann, wenn die durch R; gehenden konjugirten gemein- 
samen Sekanteu reell sind, nicht konstruirt werden. Es ist also in diesem Falle 
die gestellte Aufgabe nicht lösbar, da die gegebenen Bedingungen zur Konstruktion 
der Kurve nicht ausreichen. 


52. Sind A und 3 zwei Kurvenbüschel zweiter Ordnung, welche 
eine Kurve K, gemein haben, und ist K, eine beliebige Kurve des 
Büschels A und K, eine beliebige Kurve des Büschels B, so ist 
durch K,, K,, K, ein Kurvenbüschelnetz zweiter Ordnung bestimmt, 
dem die beiden Büschel A und 8 angehören. Sind P und Q irgend 
zwei reelle in Bezug auf das Kurvenbiüschelnetz konjugirte Punkte, 
die also auf der Tripelpunktkurve des Netzes liegen, so gehen die 
Polaren des Punktes Q@ in Bezug auf alle Kurven des Netzes, also 
auch in Bezug auf die Kurven des Kurvenbüschels X durch den 
Punkt P und bilden um P einen Strahlenbüschel. Denselben 
Strahlenbtischel um P bilden aber auch die Polaren des Punktes 
Q in Bezug auf die Kurven des Büschels ®. Es ist also irgend 
ein Strahl q des Strahlenbüschels um P sowohl die Polare des 
Punktes q in Bezug auf eine Kurve X‘' des Büschels X als in Bezug 
auf eine Kurve X‘ des Büschels 8. Es gibt aber, da für X‘ das 
gemeinschaftliche Tripel konjugirter Punkte des Büschels W, und für 
K‘' das gemeinschaftliche Tripel konjugirter Puukte des Biischels 
B je ein Tripel konjugirter Punkte sind, in jedem der Büschel A 
und 3 nur je eine Kurve, für welche Q und q Pol und Polare 
sind *) (52). Q@ und q gehören aber dann dem gemeinschaftlichen 
Tripel konjugirter Punkte und Strahlen der beiden Kurven X’ und 
K'" an. Die beiden anderen Tripelpunkte sind die von P ver- 
schiedenen Durchschnitte Q’ und Q‘ des Strahles q mit der Tripel- 
punktkurve (49). Durch K, und K, ist aber ein dritter Kurven- 
büschel EC des Netzes bestimmt; und es lässt sich auf dieselbe 
Weise folgern, dass Q und q Be Pol und Polare in Bezug auf eine 
bestimmte Kurve X’ des Kurvenbüschels € sind. Da für die drei 
Kurven X‘, K“ und X“ Q und q Pol und Polare sind, so müssen 
Q und q dem gemeinschaftlichen Tripel konjugirter Punkte und 


*) Es müsste nur q durch einen der Punkte des gemeinschaftlichen Tripels 
konjugirter Punkte eines der Büschel X oder B gehen, d. h. P einer dieser Tripel- 
punkte sein, in welchem Falle Q der dritte Durchschnitt des dem Punkte P 
gegenüberliegenden Tripelstrables mit der Tripelpunktkurve wäre (47), ein Fall, 
den wir ausschliosen. 
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Strahlen eines jeden Paares dieser drei Kurven angehören, und da 
q die Tripelpunktkurve nur mehr in den Punkten Q’ und Q” treffen 
kann, so haben die drei Kurven X‘, K“, K“‘ ein gemeinschaftliches 
Tripel konjugirter Punkte; gehören also einem und demselben vierten 
Büschel D des Netzes an (50). Die beiden Büschel C und ®, von 
denen der eine E& durch eine Kurve K, des Biischels 9 und eine 
Kurve K, des Büschels 8, der andere D durch eine Kurve K“ des 
Büschels W und eine Kurve X‘' des Büschels B bestimmt ist, haben 
also die Kurven X’ gemein. 

Da nun P und Q ganz willkührliche zwei konjugirte Punkte in 
Bezug auf sämmtliche Kurven des Netzes waren, so folgt, dass, 
wenn man P und @ sich verändern lässt, sich immer ein Strahl q 
des Strahlenbüschels um P finden lässt, der in Bezug aut ein und 
dieselbe Kurve X“ des Kurvenbüschels A die Polare des Punktes 
Q ist. Es werden aber dann Q und q in Bezug auf eine verän- 
derliche Kurve X‘ des Biischels 8 Pol und Polare sein, und um- 
gekehrt (51). Es folgt daher: 


Liegen die acht Mittelpunkte 
zweier Kurvenbüschel zweiter 
Ordnung in einer und derselben 
Kurve zweiter Ordnung, so liegen 
auch die acht Mittelpunkte je 
zweier Kurvenbüschel, die durch 
je eine Kurve des einen und je 
eine Kurve des anderen Kurven- 
büschels bestimmt werden, in einer 
und derselben Kurve zweiter Ord- 

53. Es seien nun K,, K,, 


Sind die acht Axen zweier 
Kurvenschaaren zweiter Ord- 
nung Tangenten an eine und. die- 
selbe Kurve zweiter Ordnung, 
so sind auch die acht Aren je 
zweier Kurvenschaaren, die durch 
je eine Kurve der einen und je 
eine Kurve der anderen Kurven- 
schaar bestimmt werden, Tan- 
genten an eine und dieselbe Kurve 
zweiter Ordnung. 


K, irgend drei nicht einem und dem- 


selben Kurvenbtschel angehörige Kurven zweiter Ordnung und seien 
Q, &, © und Q,, Qı'5, Q“ irgend zwei Tripel der Tripelpunkt- 
kurve des durch die drei Kurven zweiter Ordnung bestimmten 
Kurvenbtischelnetzes, so können wir immer eine Kurve X‘ zweiter 
Ordnung konstruiren, in Bezug auf welche Q und Q'Q‘ Pol und 
Polare sind, und welche dem Kurvenbüschel (K,, K,) angehört (51). 
Ebenso lässt sich eine Kurve X‘ konstruiren, in Bezug auf welche 
gleichfalls @ und @'Q“ Pol und Polare sind, und welche dem 


— 
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Kurvenbiischel (K,, K,) angehört. Die beiden Kurven X‘ und X' 
sind dann zwei Kurven desjenigen Kurvenbiüschels des Netzes, in 
Bezug auf welchen QQ’Q“ das gemeinschaftliche Tripel konjugirter 
Punkte ist, wie aus der im vorigen Artikel geführten Betrachtung 
folgt. Ebenso findet man eine Kurve Ä,“', welche dem Büschel 
(K,, K,) und eine Kurve X,’ des Netzes, welche dem Büschel (K,, 
K,) angehört, und die beide wieder dem Btischel des Netzes an- 
gehören, in Bezug auf welchen Q, Q,'Q,‘ das gemeinschaftliche 
Tripel konjugirter Punkte ist. Die beiden Kurvenbüschel (K,, K,, 
K“, K,“) und (K,, K,, K', K,‘) haben nun die Kurve K, ge- 
meinschaftlich, also haben auch die beiden Kurvenbüschel (X, K‘) 
und (X, K,‘) eine Kurve gemeinschaftlich (52), d. h. zwei Kurven- 
büschel des Netzes, in Bezug auf welche irgend zwei beliebige 
Tripel der Tripelpunktkurve die gemeinschaftlichen Tripel konju- 
girter Punkte sind, d. h. zwei beliebige Kurvenbüschel des Netzes 
haben eine Kurve gemeinschaftlich. Daher folgt: 


Irgend zwei Kurvenbüschel Irgend zwei Kurvenschaaren 
eines hurvenbüschelnetzes zweiter | eines Kurvenschaarnetzes zweiter 
Ordnung haben immer eine Kurve | Ordnung haben immer eine Kurve 
gemeinsam. gemeinsam. 


54. Dieser Satz kann auch in der folgenden Form ausgesprochen 
werden: 


Sind K,, K,, K; irgend drei 
nicht einem und demselben Kurven- 
büschel ungehörige Kurven zweiter 
Ordnung, und beschreibt man eine 
beliebige Kurve K"' zweiter Ord- 


Sind k, K., k, irgend drei 
nicht einer und derselben Kurven- 
schaaur angcehörige Kurven zweiter 
Ordnung, und beschreibt man eine 
beliebige Kurve x‘ zweiter Ordnung, 


nung, welche durch die reellen oder 
imaginären Durchschnitte von K, 
und K,, und ebenso eine beliebige 
Kurve K' zweiter Ordnung, welche 
durch die reellen oder imaymüren 
Durchschnitte von K, und K, geht, 
so liegen die acht Durchschnitte von 
KK und K,K, in eier neuen 


welche die reellen oder imaginären 
gemeinschaftlichen Tangenten von 
k, und k,, und ebenso eine belie- 
bige Kurve x' zweiter Ordnung, 
welche die reellen oder imaginären 
gemeinschaftlichen Tungenten von 
k, und k, berührt, so sind die 
acht gemeinschuftlichen Tungenten 


1 
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Kurve K'' zweiter Ordnung.*) von a‘, x und k,, k, acht Tan- 
genten an eine neue Kurve x“ 
zweiter Ordnung. 


55. Ist P ein beliebiger Punkt in der Ebene der drei Kurven 
K,, K,, K, zweiter Ordnung, die nicht einem und demselben Kurven- 
btischel angehören, und legt man durch P und die Durchschnitte von 
K, und kK, eine Kurve X‘“‘ und durch P und die Durchschnitte von 
K, und K, eine Kurve X’, so muss auch die Kurve X“, welche 
durch die acht Durchschnitte der Knrvenpaare X‘, K'“ und K,,K, 
geht, durch den Punkt P gehen (54). Es folgt also: 
Legt man durch einen beliebigen Beschreibt man in der Ebene 
Punkt P in der Ebene dreier Kurven | dreier Kurven k, , k,, K, zweiter Ord- 
K,, K,, K,, welche nicht einem und | nung, welche nicht einer und derselben 


denselben Kurvenbüschel zweiter 
Ordnung angehören, dreineue Kurven 
K“, K', K', zweiter Ordnung, 
welche den drei durch K,,K. ; K,, 
K, und K,, K, bestinimien Kurven- 
büscheln bezüglich anyehören, so ge- 
hören die drei Kurven selbst wieder 
. einem und demselben Kurvenbüschel 
an, d. h. sie haben ausser P noch drei 
gemeinschaftliche Punkte, von denen 
einer reell ist, die beiden anderen 
aber auch imaginär und konjungırt 
sein können.*) 


Kurvenschaar angehören, drei neue 
Kurven x, x", n' zweiter Ord- 
nung, welche eine gememschaftliche 
Tangente p haben, und bezüglich den 
durch k,, k, ; k,, k;; k,, k, be- 
stimmten Kurvenschaaren angehören, 
so gehören die drei Kurven selbst 
wieder einer und derselben Kurven- 
schaar an, d. h. sie haben ausser 
p noch drei gemeinschaftliche Tan- 
genten, von denen eine reell ıst, die 
beiden andern aber auch imaginär 
und konjungirt sein können. 


56. Da von den vier kurven K,K,K''XK' die Durchschnitte 
(K,, X“) und (K,, X’) in der Kurve K, und die Durchschnitte 
(K,, K,) und (X, K‘) in der Kurve X“ liegen, so lässt sich der 
Satz 54 auch in folgender Form geben: 


Liegen von vier Kurven K,, 


Sind von vier Kurven zweiter 


K,, K'“, K', die nicht einem und | Ordnung k,, K,, x‘, x‘, die nicht 


*) Ueber alle Sätze von 45—54 mit Ausnahme von 46 und 51 vergleiche 
Schröter a. a. O. p. 530—538. Ueber 54 auch Chasles sect. con. p. 273. 
**) Schröter a. a. O. p. 537. v. Staudt, B. z. G. d.L. p. 224. Chasles sect. 


con. p. 276. 
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demselben Kurvenbüschel zweiter 
Ordnung angehören, die reellen oder 
imaginären Durchschnitte zweier 
Paare K, K" und K,, K 
einer Kurve K, zweiter Ordnung, 
so liegen auch die reellen oder 
imaginären Durchschnitte zweier 
anderer Kurvenpaare wie K,, K; 
und K', K' m ewer Kurve K' 
zweiter Ordnung.*) 


57. Sind X, &,, K, drei 


büschels zweiter Ordnung und K 


einer und derselben Kurvenschaar 
angehören, die reellen oder imagi- 
nären gemeinschaftlichen Tangenten 
zweier Paare k,, x" und k,, « 
Tangenten an eine Kurve k, zweiter 
Ordnung, so sind auch die reellen 
oder imaginären gemeinschaftlichen 
Tangenten zweier anderer Kurven- 
poare, wie k,, k, und x", «' Tan- 
genten an eine Kurve x" zweiter 
Ordnung. 


beliebige Kurven eines Kurven- 


eine beliebige nicht dem Büschel 


angehörige Kurve zweiter Ordnung, und legt man durch die reellen 
oder imaginären Durchschnitte der K und K, eine Kurve C, sowie 
durch die reellen oder imaginären Durchschnitte der K und X, eine 
Kurve C, zweiter Ordnung, so liegen die acht Durchschnitte der 
beiden Kurvenpaare X,, K, und k, C, in einer Kurve Ä, zweiter 
Ordnung, also liegen dem vorhergehenden Satze zufolge auch die 
acht Durchschnitte der Kurvenpaare K, X, und C,, X, in einer 
Kurve zweiter Ordnung. Nun haben die Kurven K, &,, C, die 
nämlichen vier Durchschnitte, es liegen also auch die Durchschnitte 
der Kurvenpaure K, C, und C,, X, in einer Kurve zweiter Ord- 
nung; folglich müssen dem citirten Satze zufolge auch die acht 
Durchschnitte der Kurvenpaare K, X, und (,, C, in einer Kurve 
zweiter Ordnung liegen. Es folgt also: | 


Ist K eine beliebige Kurve zweiter | Ist k eime beliebige Kurve zweiter 
Ordnung in der Ebene eines Kurven- | Ordnung in der Ebene einer Kurven- 


büschels zweiter Ordnung, aber dem 
Büschel nicht angehörig, und legt 
man durch die Durchschnitte der 
K und emer Kurve K, des Büschels 
eine beliebige Kurve C, zweiter Ord- 
nung, und durch die Durchschnitte 
der K und einer zweiten Kurve K, 


*) Chasles sect. con. p. 276. 


schaar zweiter Ordnung, aber der 
Schaar nichtangehörig, undbeschreibt 
man eine beliebige Kurve c, zweiter 
Ordnung, welche die gemeinschaft- 
lichen Tangenten der k und einer 
Kurve x, der Schaar, sowie eine 
beliebige Kurve c, zweiter Ordnung, 


n, 


des Büschels eine ebenfalls beliebige 
Kurve C, zweiter Ordnung, so liegen 
immer die vier Durchschnitte von 
C, und C, und die vier Durch- 
schnitte von K und irgend einer 
driien Kurve K, des Kurven- 
Düschels wieder in einer Kurve 
zweiter Ordnung.*) 


welche die gemeinschaftlichen Tan- 
genten der k und emer zweiten 
Kurve x, der Schaar zu Tangenten 
hat, so umhüllen immer die vier 
gemeinschaftlichen Tangenten von c, 
und c,, und die vier gemeinschaft- 
lichen Tangenten der k und einer 
beliebigen dritten Kwve %, der 
Schaar wieder eine Kurve zweiter 
Ordnung. 


58. Hat man die Kurven C, und C, durch einen bestimmten 


Punkt P der Ebene gelegt, so muss die Kurve, welche durch Durch- 
schnitte von K und X, und die Durchschnitte von C, und C, geht, 
auch durch P gehen, und ist durch diesen Punkt P und die vier 
Durchschnitte von K und X, vollständig bestimmt. Es folgt daher: 


Legt man durch einen belie- 
bigen Punkt P in der Iubene 
eines Kurvenbüschels zweiter Ord- 
nung, und die Durchschnitte einer 
beliebigen Kurve K, die dem 
Büschel nicht angehört, mit je 
einer Kurve des Büschels neue 
Kurven zweiter Ordnung, so 
bilden diese einen neuen Kurven- 
büschel zweiter Ordnung.*) 


Beschreibt man Kurvenzweiter 
Ordnung,welche alledieselbeGerade 
p in der Ebene einer Kurvenschaar 
zweiter Ordnung zu Tangenten 
haben, und vom welchen jede noch 
die vier gemeinschaftllichen Tan- 
genten einer beliebigen der Schaar 
nicht angehörigen Kurve und je 
einer urve der Schaar zu Tan- 
genten hat, so bilden alle diese 


Kurven eine neue Kurvenschaur 
zweiter Ordnung. 


59. Diese allgemeinen Sätze lassen eine Menge von Folgerungen 
zu, von denen wir nur jene, die keine besonderen Lagen der Kurven 
voraussetzen, anführen wollen. 

1) Nehmen wir in dem in 54 ausgesprochenen Satze als Kurve 
K' zwei konjugirte gemeinsame Sekanten j’ und |,‘ der Kurve KR, 
und K,, die auch imaginär und konjungirt sein können (L. P. 76/77 
p. 25), so folgt: 


*) Chasles sect. con. p. 276. 
**) Chasles sect. con. p. 277. 
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Beschreibt man in der Ebene 
dreier Kurven K,, K,, K, zweiter 
Ordnung, welche nicht einem und 
demselben Kurvenbüschel angehören, 
eine neue Kurve K'' zweiter Ord- 
nung, welche durch die Durchschnitte 
von K, und K, geht, so sind deren 
Durchschnitte mit zwei konjugirten 
gemeiuschaftlichen Sekanten zweier 
anderer Kurven K, und K, und 
die Durchschnitte des dritten Paares 
K,, K, der gegebenen Kurven acht 
Punkte einer neuen Kurve zweiter 
Ordnung. 


Beschreibt man in der Ebene 
dreier Kurven k,, K,, k, zweiter 
Ordnung, welche nicht eier und 
derselben Kurvenschaar angehören, 
eine neue Kurve x" zweiter Ord- 
nung, welche die gemeinschaftlichen 
Tangenten von k, und k, berührt, 
so sind die aus zwei gemeinschaft- 
lichen konjugirten Tangentendurch- 
schnitten zweier anderer Kurven 
k,, k, an x" gezogenen Tangenten 
und die gemeinschaftlichen Tangenten 
des dritten Paares k,, k, der ge- 
gebenen Kurven acht Tangenten an 
eine neue Kurve zweiter Ordnung. 


2) Nimmt man auch statt X‘ zwei gemeinsame konjugirte Se- 
kanten der Kurven K, und K,, so folgt: - 


Sind in einer Ebene drei Kurven 
K,, K,, K, zweiter Ordnung, die 
nicht einem und demselben Kurven- 


büschel angehören, gegeben, so sind 


die Ecken des durch die Durch- 
schnitte zweier konjugirter gemein- 
samer Sekantenpaare zweier Kurven- 
paare K,, K, und K,,K, bestimmn:- 
ten Viereckes und die vier Durch- 
schnitte des dritten Kurvenpaares 
K,, K, acht Punkte einer neuen 
Kurve zweiter Ordnung. 


Sind in einer Ebene drei Kurven 
k,, k,, k, zweiter Ordnung, die 
nicht einer und derselben Kurven- 
schaaur angehören, gegeben, so sind 
die Seiten des durch hie Verbin- 
dungslinien zweier konjugyirter ge- 
meinsamer  Tangentendurchschnitt- 
paare zweier Kurvenpuare K,, K, 
und k,, K, bestimmten Vierseites 
und die vier gemeinsamen Tangenten 
des dritten Kurvenpaares k,, k;, 
acht Tangenten an eine neue Kurve 
zweiter Ordnung. 


3) Ist die Kurve K, durch zwei rcelle oder imaginäre konjun- 
girte Gerade s, und s, vertreten, so folgt: 


Legt man durch die Durch- | 


schnitte zweier beliebigen (Greraden 
s wd Ss, nut emer Kurve K, 
zweiter Ordnung eine neue Kurve 
K'" zweiter Ordwung und durch 


Legt man aus zwei beliebigen 
Punkten S, und S, in der Ebene 
zweier Kurven zweiter Ordnung k, 
und k, Tungentenpaare an beide 
Kurven, beschreibt dann zwei Kurven 
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die Durchschnitte von 8, und s, | x"'undx' zweiter Ordnung, von denen 
mit einer zweiten beliebigen Kurve | die eine die Tangenten aus S, und 
K, zweiter Ordnung eine Kurve | S, an K,, die andere die Tangenten 
K' zweiter Ordnung, so liegen die | aus S, undS, anK, zu Tangenten 
acht Durchschnitte der Kurvenpaare | hat, so sind die gemeinschaftlichen 
‚ K,, K, und K', K' in einer neuen | Tangenten der Kurvenpaare k,, k, 
Kurve zweiter Ordnung. und x“', x’ acht Tangenten einer 
neuen Kurve zweiter Ordnung. 

4) Nimmt man als Kurve K‘‘ die Geraden, welche zwei Paar 
Durchschnitte der s, und s, mit K, verbinden, wobei immer s, und 
8, reell oder imaginär und konjungirt sein können (L. P. 76/77 
p. 26 u 15), so folgt: 

Ist der emen K, von zwei Ist der Kurve k, von zwei 
Kurven K, undK, zweiter Ordnung | Kurven k, und k, zweiter Ord- 
ein einfaches Viereek eingeschrieben, |nung ein einfaches Viersei um- 
und man beschreibt eine Kurve K‘ | schrieben, und man legt aus zwei 
zweiter Ordnung, welche durch die | Gegenecken desselben an k, Tan- 
Schnittpunkte zweier Gregenseiten | genten, beschreibt dann eine Kurve 
dieses Viereckes mit der zweiten Kur- | x' zweiter Ordnung, welche diese 
ve K, geht, so sind die Schnittpunkte | Tangenten berührt, so sind die ge- 
der Kurven K, wnd K,, und die | meinschaftlichen Tangentender Kur- 
Schnittpwikte der zwei anderen Ge- |ven k, und k, und die aus den 
genseiten des Viereckes mit K' acht | beiden anderen Gegenecken des Vier- 
Punkte emer neuen Kurve zweiter | seites an x’ gelegten Tangenten acht 
Ordnung. Tangenten an eime neue Kurve 

zweiter Ordnung. 

5) Nimmt man auch als Kurve K’ zwei Gerade, welche zwei 
Paar Durchschnitte der s, und s, mit K, verbinden, so folgt: 

Sind zwei Kurven K, und K, | Sind zwei Kurven k, und k, 
zweiter Ordnung zwei einfache Vier- | zweiter Ordnung zwei einfache Vier- 
ecke mit zwei gemeinschaftlichen | seit mit zwei gemeinschaftlichen Ge- 
Gregenseiten eingeschrieben, so liegen | genecken umschrieben, so sinddievier 
die vier Durchschnitte der beiden | Verbindungslinien der beiden anderen 
anderen Gegenseitenpaare und die | (Fegeneckenpaare und dievier gemein- 
vier Durchschnitte der Kurven K, | schaftlichen Tangenten der Kurven 
und K, in einer neuen Kurve zweiter | k, undk, acht Tangentenan eineneue 
Ordnung. Kurve zweiter Ordnung. 
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6) Sind die die Kurve K, vertretenden Geraden s, und s, Tan- 
genten an K,, so fallen die übrigen zwei Gegenseiten des der K, 
eingeschriebenen einfachen Viereckes mit der Berthruugssehne zu- 
sammen, und deren vier Durchschnitte mit den zwei anderen Gegen- 
seiten des der K, eingeschriebenen einfachen Viereckes fallen paar- 
weise auch in je einen !'unkt zusammen. Es folgt. also: 

Sind zwei Gegenseiten eines einer Liegen zwei Gegenechen eines 
Kurve K zweiter Ordnung einge- | einer Kurve K, zweiter Ordnung 
schriebenen einfachen Viereckes Tan- | umschriebenen einfachen Vierseites 
genten an eine zweite Kurve K, | auf einer zweiten Kurve k, zweiter 


zweiter Ordnung, so werden zwei 
andere (regenseiten des Viereckes 
von der Berührungssehne der K, 
in zwei Punkten geschnitten, ın 
welchen eben diese Gregenseiten von 


Ordnung, so werden die Verbindungs- 
linien des Durchschnittes der durch 
diese (regeneken an k, gelegten Tun- 
genten mit zwei anderen Gregenecken 
des Vierseits in den letzteren Gegen- 


einer neuen Kurve zweiter Ordnung ‚ ecken von einer neuen Kurve zweiter 
berührt werden, die durch die vier | Ordnung berührt, an welche die 
Durchschnitte vom K, und K, geht. | gemeinschaftlichen Tangenten von 
k, und k, ebenfalls Tangenten sind. 

7) Sinds, und s, zwei gemeinsame Tangenten der Kurven K, und 

K,, so fallen die von s, und s, verschiedenen Gegenseiten des der 
K, eingeschriebenen Viereckes mit der Berührungssehne von s, und 


s, auf K, zusammen. Es folgt also: 


Durch den Durchschnitt der 
Berührungssehnen der gemeinschaft- 
lichen Tanyenten zweier Kurven K, 
und‘K, zweiter Ordnung gehen zwei 
neue Kurven zweiter Ordnung, von 
denen jede eime der Berührungs- 
sehnen in ihrem Durchschnitte be- 
rührt und die durch die vier Durch- 
schnitte der beiden Kurven K, und 


K, gehen. 


Verbindet man die Durchschnitte 
der Tangenten durch zwei yemein- 
schaftliche Punkte zweier Kurven 
k, und k, zweiter Ordnung an je 
eine der Kurven durch eine Ger«ude, 
so gibt es zwei neue Kurven zweiter 
Ordnung, von denen jede diese Ver- 
bindunyslinie in je emem der er- 
wähnten Tangentendurchschnitte be- 
rührt, und welche die gemeinsumen 
Tangenten von k, undk, zu Tan- 
genten haben. 


8) Lässt man s, und s, zusammenfallen in eine Gerade s, so 
fallen auch je zwei auf s, und s, liegende Ecken der, beiden Kurven 


Be 


K, und K, eingeschriebenen, Vierecke zusammen, und die sie ver- 
bindenden Seiten gehen in Tangenten an K, und K, durch die 


Schnittpunkte der s über. 

Legt man durch die Schnitt- 
punkte einer Geraden s mit zwei 
Kurven zweiter Ordnung Tan- 
genten an diese Kurven, so schneidet 
das an die eine Kurve gelegte 
Tangentenpaar das an die andere 
Kurve gelegte Tangentenpaar in 
vier Punkten, welche mit den 
vier Durchschnitten der beiden 
Kurven in einer neuen Kurve 


Es folgt also: 


Zieht man aus einem belie- 
bigen Punkte Tangentenpaare an 
zwei Kurven zweiter Ordnung 
und verbindet die Berührungs- 
punkte auf der einen Kurve mit 
den Berührungspunkten auf der 
anderen Kurve durch Gerade, 
so umhüllen diese wer Verbin- 
dungslinien und die vier gemein- 
schaftlichen Tangenten der beiden 


Kurven eine neue Kurve zweiter 
Ordnung. | 

9) Sind die Kurven K, und K, Kreise, so muss auch die Kurve 
K‘, da sie durch die Durchschnitte der Kreise K, und K,, also 
durch die imaginären Kreispunkte geht, selbst ein Kreis sein. Es 
liefern dann die linkseitigen Sätze dieses Art. Sätze über zwei Kreise 
der Ebene, welche leicht ausgesprochen werden können *). 

10) Ist in 53 die Kurve K so beschaffen, dass drei der gemein- 
schaftlichen Sekanten |‘, f“ j“ der Kurvenpaare (K, Ä,), (K, &,) 
und (K, X,) ineinem Punkte P sich schneiden, so können |’ und die 
ihr konjugirte Sekante |,‘ als Kurve C, und ” und |,“ als Kurve 
C, aufgefasst werden. Die Durchschnitte (C,, C,) sind dann die 
von P verschiedenen Durchschnitte der Strahlenpaare /’, |,‘ und f", 
j,“ nämlich ,“, },‘j“ und },‘1,“. Da nun f‘“ und die ihr konjugirte 
Sekante |,“ als eine durch die vier Durchschnitte von K und £, 
geliende Kurve C, aufgefasst werden kann, die durch den Punkt P 
geht, so muss diese auch durch die Durchschnitte (C,, C,) gehen, 
d. h. es muss f“‘ ausser durch P = ff“ auch durch den Punkt 
11%,“ und die ihr konjugirte Sekante durch die Punkte ’j;“ und 
1,‘\ gehen, daher: 

Wenn eine Kurve zweiter \ 
Ordnung drei Kurven eines Kur- 
venbüschels zweiter Ordnung so 


zweiter Ordnung liegen. 


Wenn drei gemeinschaftliche 
Tanyenten - Durchschnitte einer 
Kurve zweiter Ordnuug und je 


*) Chasles Lect. con. p. 277 u. f. 
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schneidet, dass drei gemeinschaft- 
liche Sekanten dieser Kurve und 
je einer der drei Kurven des 
Kurvenbüschels durch einen und 
denselben Punkt gehen, so bilden 
diese drei und die ihnen konju- 
girten gemeinsamen Sekanten die 
sechs Seiten eines vollständigen 


einer von drei Kurven einer 
Kurvenschaar zweiter Ordnung 
in einer Geraden liegen, so bilden 
diese drei uud die ihnen konju- 
girten gemeinsamen Tangenten- 
Durchschnitte die sechs Ireken 
eines vollständigen Viereckes. 


Vierseites.*) | 

11) Durch die KurvenK, Ä,, K, in 58 ist ein Kurvenbüschel- 
netz bestimmt, dem auch die Kurven C, und C, als Kurven der 
Büschel (K, X,) und (K, X,) des Netzes angehören, also ist auch 
der Büschel (C,, C,) ein Kurvenbüschel des Netzes. Ist nun D 
irgend eine durch den festen Punkt P, durch welchen die Kurven 
des Kurvenbitschels (C,, C,) gehen, gehende Kurve des Netzes, 
so bestimmt diese mit irgend einer andern Kurve A des Netzes 
einen neuen Kurvenbüschel des Netzes. Die Kurvenbüschel (D, A) 
und (C,, C,) des Netzes haben aber eine Kurve gemeinsam (53), 
d. h. es liegen die Mittelpunkte M, N, L, H des Büschels (D, A) 
und die Mittelpunkte P, Q, S, T des Büschels (C,, C,) in einer Kurve 
K zweiter Ordnung. Die zwei Kurven fl und D haben also die 
fünf Punkte P, M, N, L, H gemeinsam, sind also identisch, d. h. 
es geht D auch durch die vier Mittelpunkte P, Q, S, T des Büschels 
(C,, C,). Daher folgt: 

Alle Kurven eines Kurven- 
büschelnetzes zweiter Ordnung, 


Alle Kurven eines Kurven- 
schaarnetzes zweiter Ordnung, 
welche einen Punkt gemein haben, | welche eine gemeinschaftliche Tan- 
gehören einem und demselben | gente haben, gehören einer und der- 
Kurvenbüschel des Netzes an.**) | selben Kurvenschaar des Netzes an. 


12) Sind P und Q irgend zwei Punkte in der Ebene des Netzes, 
- so bilden also sowohl alle Kurven des Netzes, welche durch P gehen, 
als auch alle Kurven des Netzes, welche durch Q gehen, je einen 
Kurvenbüschel des Netzes. Beide Kurvenbüschel haben aber eine 
und zwar nur eine Kurve gemeinsam. Daher folgt: 


*) Chasles sect. con. p. 283. 
**) Schröter a. a. O. p. 548. 
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Durch zwei Punkte ist eine Durch zwei Tangenten ist eine 
Kurve eines Kurvenbüschelnetzes | Kurve eines Kurvenschaarnetzes 
zweiter Ordnung bestimmt.*) zweiter Ordnung bestimmt. 


59. Es sei K eine beliebige Kurve des durch zwei Kurven K, 
und K, zweiter Ordnung bestimmten Kurvenbüschels zweiter Ordnung. 
Ziehen wir aus einem beliebigen Punkte P der K an K, und k, 
beztiglich der Tangentenpaare a,, b, und a,, b,, und sind A,, B, und 
A,, B, die bezürlichen Berührungspunkte, so umhtillen die Geraden 
A,A,, A,B,, A,B, und B,B, eine Kurve X zweiter Ordnung, welche 
auch die vier gemeinschaftlichen Tangenten der Kurven K, und K, 
zu Tangenten hat (vorbergehender Art. Nr. 8). Sind C, und C, 
die zweiten Durchschnitte des Strahles A,A, mit den Kurven K, 
und K, und legt man durch C, und C, Tangenten ec, und ce, an 
K, und K,, so liegen die vier Punkte a,a,, &,%, a,6c, und c,c, in 
einer Kurve zweiter Ordnung, in welcher auch die vier Durchschnitte 
der K, und K, liegen (vorhergehender Art. Nr. 8). Nun ist a,a, 
der Punkt P der K, und da durch den Punkt P und die vier Durch- 
schnitte von K, und K, nur eine Kurve zweiter Ordnung gelegt 
werden kann, so ist die Ortskurve, in welcher a,a,, a,6,, a,c, und 
c‚c, liegen, mit K identisch. Es muss demnach z. B. a,c, der 
zweite Durchschnitt V, der Tangente a, an K, mit K sein. Sind 
D, und D, die zweiten Durchschnitte des Strahles A,B, mit K, 
und K, und legt man durch D, und D, die Tangenten d, und d, 
an K, und K,, so folgt ebenso, dass a,b,, a,d,, d,d, und d,d, in 
der Kurve K liegen müssen, da der Punkt a,b, mit dem Punkte 
P identisch ist, dass also auch a,d, mit dem Punkte X, identisch 
ist. Es gehen also jetzt aus VW, an K, zwei Tangenten c, und d,, 
während an K, bloss die Tangente a, geht, es müssen sich also 
an K, aus X, noch eine zweite Tangente f, ziehen lassen. Ist F, 
deren Berührungspunkt auf K,, so umhüllen dem vorbergehenden 
Art. Nr. 8 zufolge die Strahlen A,C,, A,D,, F,C, und F,D, eine 
Kurve K' zweiter Ordnung, welche auch die vier gemeinschaftlichen 
Tangenten von K, und k, zu Tangenten hat. Da nun A,C, mit 
A,A, identisch ist, und es nur eine Kurve zweiter Ordnung gibt, 
welche A,A, und die vier gemeinsamen Tangenten von K, und K, 


*) Schröter a. a. O. p. 548. 
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zu Tangenten hat, so muss X‘ mit X identisch sein, d. h. es müssen 
F,C,, F,D. und A,D, ebenfalls Tangenten an X sein. Das Gleiche 
gilt auch von den zweiten Durchschnitten A,, B,, 3, der Tangen- 
ten a,, b,, b, mit K. Die zweiten Tangenten f,, g,, h, und i, aus 
den Punkten W, W,, ®,, 3, schneiden die K in weiteren Punkten 
P,, P,, P;, P,, für welche wieder dasselbe gilt, wie für den Punkt 
P, oder vielmehr für die Punkte U, W,,8,, 3,. Durch kontinuirliche 
Fortsetzung dieser Konstruktion muss man aber allmählig zu allen 
Punkten der K gelangen, und es folgt also, dass, wenn man aus 
einem beliebigen Punkte der K je eine Tangente an K, und K, 
zieht, die Verbindungslinie der Berührungspunkte dieser Tangenten 
immer Tangente an die bestimmte Kurve K zweiter Ordnung ist, 
welche die vier gemeinschaftlichen Tangenten von K, und K, zu 
Tangenten hat. Dalıer folgt: 


Ist K eine beliebige Kurve des 
durch zwei Kwven K, und K, 


Ist k ewme beliebige Kurve der 
durch zwei Kurven k, undk. zweiter 


zweiter Ordnung bestimmten Kur- 


Ordnung bestimmten Kurvenschaar 


venbüschels zweiter Ordnung, und | zweiter Ordnung, und man bestimmt 


man legt aus allen Punkten der 
K Tangenten an K, und K,, so 
umhüllen die Geraden, welche die 
Berührungspunkte zweier aus je 
einem Punkte der K an je eine der 
Kurven K, und K, gehenden Tan- 
genten verbinden, eine der durch K, 
und K, bestimmten Kurvenschaar 
zweiter Ordnung angehörige Kurve 
K, so dass jeder Kurve des durch 
K, und K, bestimmten Kurven- 


die Durchschnitte aller Tangenten 
der k mit k, und k,, so liegen die 
Durchschnitte der an k, und k, 
durch je einen der Punkte, in wel- 
chn k,k mit k, von je einer 
Tangente an k geschnitten werden, 
gehenden Tangenten in einer dem 
durch k, und K, bestimmten Kurven- 
büschel zweiter Ordnung angehörigen 
Kurve %,, so dass jeder Kurve der 
durch k, und k, bestimmten Kur- 


büschels eine und nur eine Kurve | venschaar eine und nur eine Kurve 
der durch K, und K, bestimmten | des durch k, und k, bestimmten 


Kurvenschaar zugewiesen ist.*) 


Kurvenbüschels zugewiesen ıst. 


60. Nimmt man als Kurve K zwei konjugirte gemeinsame reelle 
Sekanten f und j, der Kurven K, und K,, so schneiden sich die 
Strahlen, welche je einen Berührungspunkt auf K, mit je einem Be- 


*) Chasles sect. con. p. 299. 
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rührungspunkte auf K, der aus den Punkten der fund j;, anK, und 
K, gezogenen Tangenten verbinden, in den gemeinschaftlichen kon- 
Jugirten Tangentendurchschnitten der Kurven K, und K,, welche 
auf der in Bezug auf beide Kurven gemeinschaftlichen Polare des 


Durcbschnittes der | und |, liegen (23. 2). Daher tolgt: 


Die zwei reellen gemeinsamen 
Sekanten eines durch zwei Kur- 
ven zweiter Ordnung bestimmten 
Kurvenbüschels zweiter Ordnung 
korrespondirende Kurve der durch 
eben diese zwei Kurven bestimm- 
ten Kurvenschaar besteht aus 
jenen zwei konjugirten gemein- 
samen Tangenten- Durchschnitten 
der Schaar, welche auf dem Tri- 
pelstrahle des Büschels liegen, der 
dem Durchschnitte der beiden ge- 
meinschaftlichen konjugirten Se- 
kanten gegenüberliegt. 


Die zwei reellen gemeinsamen 
konjugirten Tangenten - Durch- 
schnitte einer durch zwei Kurven 
zweiter Ordnung bestimmten Kur- 
venschaar zweiter Ordnung kor- 
respondirende Kurve des durch 
eben diese zwei Kurven bestimm- 
ten Kurvenbüschels zweiter Ord- 
nung besteht aus jenen zwei kon- 
Jugirten gemeinsamen Sehanten des 
Büschels, welche durch den Tri- 
pelpunkt der Schaar gehen, der 
der Verbindungslinie der beiden 
gemeinsamen honjugirten Tan- 


gentendurchschnitte gegenüberliegt. 

61 Die Kurven des durch K, und K, bestimmten Kurven- 
büschels zweiter Ordnung, und der durch K, und K, bestimmten 
Kurvenschaar zweiter Ordnung haben ein gemeinsames Tripel kon- 
jugirter Punkte, nämlich das einzige gemeinsame Tripel konjugirter 
Punkte der Kurven K, und K, (13). Es sei nun K die Ortskurve 
der Pole der Tangenten irgend einer Kurve ÄX der Schaar (K,,K,) 
in Bezug auf eine beliebige Kurve K des Büschels (K,, K,), so geht 
K, da der Pol einer jeden reellen oder imaginären Tangente einer 
Kurve in Bezug auf letztere deren Berührungspunkt ist (L. P. 76,77 
p. 31), durch die Berührungspunkte der gemeinschaftlichen Tangenten 
vonK und X auf K. Es ist also das durch diese vier Berührungs- 
punkte bestimmte Viereck sowohl der Kurve K als der Kurve 
eingeschrieben, also sind die Durchschnitte der Gegenseiten dieses 
Viereckes ein Tripel konjugirter Punkte sowohl in Bezug auf K als 
in Bezug auf 8. Das von den gemeinsamen Tangenten der Kurven 
K und X gebildete Vierseit ist jeder der beiden Kurven K und X 
umschrieben, also bilden seine Diagonalen das gemeinsame Tripel 
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konjugirter Strahlen der Kurven K und X. Da nun die Eckpunkte 
des erwähnten Viereckes die Berührungspunkte der Seiten des Vier- 
geitesauf K sind, so gehen die Verbindungslinien der Gegenecken des Vier- 
seites durch die Durchschnitte der Gegenseiten des Viereckes (1), 
also haben K, K und $t ein gemeinschaftliches Tripel konjugirfer 
Punkte und Strahlen, welches, da K dem Büschel (K,, K,) und K 
der Schaar (K,, K,) angelıört, mit dem gemeinschaftlichen Tripel kon- 
jugirter Punkte und Strahlen von K, und K, identisch ist. Kon- 
struirt man also die sämmtlichen Ortskurven 8 der Pole der Tan- 
genten sämmtlicher Kurven der Schaar (K,, K,) in Bezug auf sämmt- 
liche Kurven des Büschels (K,, K,), so erhält man ein Sistem von 
Kurven zweiter Ordnung, welche alle ein und dasselbe gemeinschaft- 
liche Tripel konjugirter Punkte und Strahlen haben, nämlich das 
gemeinsame Tripel konjugirter Punkte und Strahlen der beiden 
Kurven (K,, K,). Je zwei Kurven dieses Sistemes bestimmen einen 
dem Sisteme angehörigen Kurvenbilschel zweiter Ordnung. Schneidet 
man zwei solche Kurvenbüschel durch eine Gerade s, so bilden 
deren Durchschnitte mit den Kurven der beiden Kurvenbüschel zwei 
involutorische Punktereihen auf s, durch deren beide gemeinsame 
konjugirte Punkte eine beiden Kurvenbüscheln angehörige Kurve 
geht. Es haben also je zwei Kurvenbüschel des Sistemes eine Kurve 
gemein. Da nun dem Sisteme auch der Kurvenbtischel (K,, K,) 
angehört, so muss eine Kurve $l, existiren, welche durch die vier 
Mittelpunkte (A, B, C, D) des Kurvenbüschels (K,, K,) geht, und 
die Ortskurve der Pole der Tangenten der Kurve X der Schaar 
(K,, K,) in Bezug auf eine Kurve K, des Büschels (K,, K,) ist. 
Die gemeinschatftlichen Tangenten von X und K, müssen dem Ge- 
sagten zufolge die K, in den Punkten A, B, C, D berühren. Um 
also die Kurve K, zu konstruiren, wird man aus A eine Tangente 
an K ziehen, und jene Kurve zweiter Ordnung konstruiren, welche 
dnrch A, B, C, D geht und a in A berührt (6). Aus A schen aber 
zwei Tangenten an K, folglich gibt es zwei Kurven K, und K, des 
Biischels (K,, K,) von der genannten Eigenschaft. Schneidet nun 


eine beliebiye Tangente t der X die Kurven K,K.,K,...... des 
Bischels (K,, K,) bezüglich in den Punktepaaren A, B; I, 4; 
E,©..... ‚ und die Kurve K, in den Punkten M, M', so ist 


MM'.AB.1IJ.EO.... eine Involution (33). Sind 4‘, B', I", 4'.... 
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die Punkte, welche in der der t in Bezug auf K, zugehörigen in- 
volutorischen Punktereihe den Punkten A, B, I, 4.... konjugirt 
sind, so sind MAM’A' und MBM’B' harmonische Punktereihen, 
also ist: ML4M'A' proj. MBM'B' 
ad. MAM'A' pro). M'BMB', 

somit ist: MM’._.dJB._4'B' eine Involution. Diese Involution hat 
aber mit der Involution MM'.AB.TA4..... zwei Paar konjugirte 
Punkte M, M' und A, B gemein, also sind beide involutorische 
Punktereihen identisch. Diess gilt für jede Tangente der K, also 
auch für eine (reelle) gemeinschaftliche Tangente t‘ der Kurven 
K, K,, K,, welche derselben Kurvenschaar (K,, K,) angehören. Für 
t‘ fallen aber die Punkte A, B in einen Punkt O und die Punkte 
I, 5 in einen Punkt 2 zusammen, und werden die Ordnungspunkte 
derjenigen involutorischen Punktereihe, in welcher t' die Kurven des 
Btischels (K,, K,) schneidet. Es werden daher durch O und 2 die 
Durchschnitte der t‘ mit K, harmonisch getrennt, und es sind folg- 
lich O und 2 ein Paar konjugirte Punkte der der t‘ in Bezug auf 
K, zugehörigen involutorischen Punktereihe. Es müssen also, da in 
O die Punkte 4, B vereinigt sind, in 2 auch die Punkte 4’, B’ 
vereinigt sein. Es folgt hieraus, dass I, 4‘ mit 4’, B‘ identisch 
sind, also müssen auch I”, / mit 4, B identisch sein, d. h. es 
müsssen, wenn 4 und B die Durchschnitte einer beliebigen Tan- 
gente t der X, mit K, sind, 4’ und B‘ die Durchschnitte der t 
mit K, sein. Es sind folglich die Durchschnitte M, M’ der t mit 
K, durch je einen Durchschnitt der t mit K, und je einen Durch- 
schnitt der t mit K, harmonisch getrennt. Das Gleiche gilt für 
die Durchschnitte N, N’ der t mit K,. Da aber 4, 4' und B, B' 
nie durch zwei verschiedene Punkte M, M' und N, N‘ harmonisch 
getrennt sein können, so folgt, dass, da 4, A’ und B, B‘' durch 
M und M’ harmonisch getrennt sind, die Punktepaare A, B' und 
A, B durch N und N‘ harmonisch getrennt sein müssen. Es 
folgt daher: 

Gehören drei Kurven K,, K,, Gehören drei Kurven k,, K, x 
K einer und derselben Kurvenschaar | einem und demselben Kurvenbüschel 
zweiter Ordnung an und schneidet | zweiter Ordnung an und gehen aus 
eine auf K rollende Tangente die | einem sich auf « bewegenden Punkte 
Kurven K, und K, bezüglich in | Tangentenpaare a, ß und a‘, B' an 


1 


den Punktepaaren A, B und A',| 


B', so besteht der Ort der beiden 
Punktepaare, von denen das eine 
jedes der Punktepaare A, A' und 
B, B', das andere jedes der Punkte- 
paare A, B' und A', B harmonisch 
trennt, aus zwei Kurven zweiter 
Ordnung, welche dem durch K, 
und K, bestimmten Kurvenbüschel 
angehören, und welehe in den Mittel- 
punkten dieses Kurvenbüschels von 
den aus diesen Mittelpunkten an K 


gehenden Tangenten berührtwerden.*) | 


die Kurven x, und k,, so besteht 
die Umhillende der beiden Strah- 
lenpaare, von denen das eine jedes 
der Tangentenpaare a, a’ und ß, 
ß' dus andere jedes der Tangenten- 
paare a, ß' und a' ß harmonisch 
trennt, aus zwei Kurven zweiter 
Ovdnung, welche der durch k, 
und k, bestimmten Kurvenschaar 
angehören, und welche die Axen 
der Kurvenschaar in ihren Durch- 
schnitten mit der Kurve x berühren. 


Anmerkung I. Die oben angegebene Konstruktion der Kurven K; und Ks 


setzt den Punkt A als reell voraus, ist also nur zu brauchen, wenn der Büschel 
(Ki, K2) mindestens zwei reelle Mittelpunkte hat. Hat der Kurvenbüschel (Kı, K:) 
zwei Paar imaginäre konjungirte Mittelpunkte A, B und C, D, so gehen aus A 
zwei imaginäre nicht konjungirte Tangenten a, b, und ebenso aus B zwei imagi- 
näre nicht konjungirte Tangenten a‘, b‘ an X, und es sind a, a’ und b, b‘ zwei 
Paar imaginäre konjungirte Gerade (L. P. 76/77 p. 25). Es muss daher der reelle 
Punkt aa‘ der Pol der reellen Geraden AB in Bezug auf die eine Kurve Kı und 
der reelle Punkt bb‘ der Pol der AB in Bezug auf die andere Kurve K; sein. Da nun 
in Bezug auf jede dieser beiden Kurven das gemeinsame Tripel konjugirter Punkte 
des Büschels (Kı, Ks) ein Tripel konjugirter Punkte ist, so können K, und Ks 
nach 51 konstruirt werden. 

Anmerkung U. Die obige Betrachtung lehrt auch, dass die Kurven & 
ein Kurvenbüschelnetz zweiter Ordnung bilden, deren Tripelpunktkurve in das 
allen Kurven des Netzes gemeinschaftliche Tripel konjugirter Punkte zerfällt. 


62. Nimmt man als Kurve X zwei reelle konjugirte gemein- 


same Tangentendurchschnitte der 

Dreht man einen Strahl, welcher 
zwei Kurven K, und K, zweiter 
Ordnung bezüglich in den Punkte- 
»aaren A, B; A', B' schneidet, um 
einen der gemeinsamen Tangenten- 
Durchschnitte © der Kurven K, 
und K,, so besteht der Ort der 
Punktepaare, von denen das eine 
die Punktepaare A, A' und B, B', 


*) Chasles sect. con. p. 311. 


Kurven K, und K,, so folgt: 
bewegt sich em Punkt, aus 
welehem an zwei Kurven k, und k, 
zweiter Ordnung Tangentenpaare 
a, ß und a‘, 8° gehen, auf einer 
der gemeinsamen konjugirten Se- 
kanten ) der beiden Kurven k, und 
k,, so besteht die Umhüllende der 
beiden Strahlenpaare, von denen das 
eine die Tangentenpaare a, a' und 
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das andere die Punktepaare A, B' 
und A', B harmonisch trennt, aus 
zwei Kurven zweiter Ordnung, welche 
dem Kurvenbüschel (K,, K,) ange- 
hören, und deren Tangenten durch 
die vier Mittelpunkte dieses Büschels 
sich zu je vieren in dem Punkte © 
und dem ihm konjugirten gemein- 
sumen Tangentendurchschnitte ©, 
von K, und K, durchschneiden. 


ß, 8‘, das andere die Tangenten- 
paare a, 8 und a‘, 8 harmonisch 
trennt, aus zwei Kurven zweiter 
Ordnung, welche der Kurvenschuar 
(k,, K,) angehören und deren Be- 
rührungspuwnkte nut den vier Asxen 
dieser Schaar zu je vieren auf der 
Sekante | und der ihr konjugirten 
gemeinsamen Sekante |, von k, und 
k, liegen. Diese beiden Umhitllungs- 


Diese beiden Ortskurven bleiben die- 
selben, um welchen der beiden kon- 
jugirten gemeinsamen Tangenten- 
durchschnitte man auch den ver- 
änderlichen Strahl drehen mag. 

63. Die Punkte 4 und 4’ sind durch die Kurve K, harmonisch 
getrennt, sind also in Bezug auf K, konjugirt Bestimmen wir nun 
umgekehrt die Umhüllende der Verbindungslinien der in Bezug auf K 
konjugirten Punktepaare, wenn von jedem Punktepaar der eine 
Punkt auf K, und der andere auf K, liegt, unter der Voraus- 
setzung, dass K, dem Büschel (K,, K,) angehört. Zu dem Ende 
seien A und _4' cin Paar solcher Punkte, so gibt es immer eine 
aber auch nur eine Kurve Ä zweiter Ordnung, welche die Gerade 
AA' zur Tangente hat, und der Kurvenschaar (K,, K,) angehört, 
da fünf Tangenten der Ä gegeben sind (5 und 8). 44° muss die 
K, zum zweiten Male in B und die K, zum zweiten Male in B’ und 
K, in M und M' schneiden. Es ist dann MM'. AB. _A'B' eine 
Involution. Es ist also 


kurven bleiben dieselben, auf welcher 
der beiden konjuyirten gemeinsamen 
Sekanten auch der veränderliche 
Punkt sich bewegen mag. 


MM'AA' pro). M’MBB', 

daber auch MAM'A' proj. M'’BMB'. 
Weil nın MAM'A' eine harmonische Punktereihe ist, so ist auch 
M'BMB‘ eine harmonische Punktereihe. Lässt man nun AA’ auf 
K rollen, so ist der Ort der Punkte MM' eine bestimmte Kurve 
zweiter Ordnung, welche dem Büschel (K,, K,) angehört, welche 

daher mit K, identisch sein muss (61). Es folgt also: 

Sind K,, K,, K, drei Kurven Sind k,, K,, K, drei Kurven 
eines Kurvenbüschels zweiter Ord- | ener Kurvenschaar zweiter Ord- 
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nung und man konstruirt zu jedem 
Punkte A der K, den ihm in Be- 
zug auf K, konjugirten Punkte der 
K,, so umhüllen die Verbindungs- 
linien AA' eine Kurve K zweiter 
Ordnung, welche der Kurvenschaar 
(K,, K,‘ angehört, und an welche 
die Tangenten der K, in den Mittel- 
punkten des Büschels (K,, K,) eben- 
falls Tangenten sind.*) 


nung, und man konstruirt zu jeder 
Tangente « der k, die in Bezug auf 
K, komjugirte Tangente a’ der k,, 
so liegen die Durchschnitte aa’ auf 
einer Kurve x zweiter Ordnung, 
welche dem Kurvenbüschel (k,, k,) 
angehört und durch die Berührungs- 
punkte der k, mit den Axen der 
Schaar (k,, k,) geht. 


64. In beschränkterer Form lautet der soeben ausgesprochene Satz: 


Wenn drei Kurven zweiter 
Ordnung einem Kurvenbüschel 
angehören, so sind die an eine 
derselben durch die vier Mittel- 
punkte gelegten Tangenten, und 
die vier gemeinschaftlichen Tan- 


genten der beiden anderen acht 


Tangenten an eine neue Kurve 
zweiter Ordnung. 


65. Liegen auf dem Tripelstrable r, 


Wenn drei Kurven zweiter 
Ordnung einer Kurvenschaar an- 
gehören, so sind die Berührungs- 
punkte der vier Azxen auf einer 
derselben, und: die vier gemein- 
schaftlichen Punkte der beiden 
anderen acht Punkte einer neuen 
Kurve zweiter Ordnung. 


des gemeinschaftlichen 


Tripels konjugirter Punkte und Strahlen des Kurvenbüschels (K,, K,) 
zwei reelle gemeinsame konjugirte Tangentendurchschnitte © und ©, 
der Kurven K, und K,, so sind © und ©, durch die Pole & und 
2, der durch den, dem Tripelstrahle ı, gegenüberliegenden, Tripel- 
punkt R, gehenden gemeinsamen Sekante | des Kurvenbiischels 
harmonisch getrennt (22). Lassen wir nun K, und RK, sich bis in’s 
Unendliche nähern, so müssen 3 und 3, im Momente des Zusammen- 
fallens von K, und K, ebenfalls zusammenfallen, da eine Gerade 
in Bezug auf eine Kurve zweiter Ordnung nur einen Pol hat. Dann 
muss aber auch einer der Punkte © und S, mit 3 und 2, zusammen- 
fallen. Nehmen wir an, es falle S mit 5 und 2, zusammen, so 
folgt sogleich, dass ©, mit den Polen 8° und 23,‘ der der | konju- 
girten gemeinsamen Sekante |, des Büschels (K,, K,) zusammen- 
fallen muss. Da nun der Pol einer Geraden in Bezug auf eine 


*) Chasles sect. con. p. 314. 
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Kurve zweiter Ordnung der Durchschnitt der reellen oder imagi- 
nären konjungirten Tangenten durch die reellen oder imaginären 
konjungirten Durchschnitte der Geraden mit der Kurve ist, so folgt 
aus 63, da die in Bezug auf K, konjugirten Punkte der zusammen- 
fallenden Kıuven K, und K, durch K, harmonisch getrennt sind: 


Werden zwei Kurven zweiter 
Ordnung von emer veränderlichen 
Transversale in harmonisch getrenn- 
ten Punktepaaren geschnitten, so 
umhällt dieselben eine Kwrxe zweiter 
Ordnung, welche die acht Tangenten 
durch die Durchschnitte der beiden 
Kurven an jede derselben zu Tan- 
genten hat. 


'rährungspunkte der 


Wenn an zwei Kurven zweiter 
Ordnung aus einem veränderlichen 
Punkte harmonisch getrennte Tan- 
gentenpuare gehen, so ist der Ort 
dieses Punktes eine Kurve zweiter 
Ordnung, welche durch die acht Be- 
vier gemein- 
schaftlichen Tangenten der beiden 
Kurven geht. 


66. Nimmt man als Kurve K, zwei gemeinschaftliche konjugirte 


Sekanten | und |, der Kurven K, und K,, 
an K, durch die Mittelpunkte des Büschels (K,, 


so fallen die Tangenten 
K,) mit cben diesen 


konjugirten gemeinsamen Sekanten zusammen; ferner liegen die 
Punktepaare, welche in Bezug auf | und |, Konjugirt sind, auf den 
konjugirten Strahlenpaaren eines involutorischen Strahlenbüschels, 


dessen Ordnungsstrahlen | und |, 

Von den konjuyjirten Strahlen- 
puaren des involutorischen Strah- 
lenböschels um einen reellen Punkt 
des gemeinschuftlichen Tripel kon- 
juyirter Punkte zweier Kurven, 
zweiter Ordnung, in welchen 
die in Dezug auf beide Kurven 
konjugirten Punlitepaare liegen 
(20), schneidet je ein Strahl die 
eme, und der dm kKonjugirte 


Strahl die andere Kurve so, dass | 


(20), an die eine, 


sind. Es folgt also: 
Zieht man aus je einem Punkte 
der involutortischen Punktreihe auf 


‚einem veellen Strahle des gemein- 
‚ schaftlichen Tripels konjngirter 


Strahlen zweier Kurven zweiter 
Ordnung, in deren konjugirten 
 Punkstepua) en sich die in Bezug 
auf beide hkurven konjugirten 
Strahlenpaare durchschneiden 
und aus dem 
ehm konjugirten Punkte an die 


die Verbindungstinien der Durch- , amtere Kurve Tungyenten, so ist 


schnitte eine neue Kurce zweiter 


Ordnung umhüllen, an welche die‘ 
. . ve = 3 R j 
in jenem Tripelpunlste sich schnei- | 


5 Durchschnitles zweier 
cdieser Tungenten eine neue Kurve 
zweiter Ordnung, welche durch 


denden Konjugirten gemeinschaft- | die auf jenem Triyelstrahle lie- 
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lichen Selanten beider Kurven- | genden gemeinschaftlichen konju- 
Tangenten sind. girten Tangenten - Durchsehnitte 
ı geht. 


67. Da K,, K, und K einer und derselben Kurvenschaar an- 


gehören, so folgt aus 50: 
Gehören drei Kurven zweiter 
Ordnung einem Rurcenlüschel an, 
und man bestimmt jene Punkte 
der ein Ähurve, welche den 
Punkten der zweiten Kurve in 
Bezug auf die dritte Kurve kon- 
jugirt sind, so legen die Durch- 


Gehören drei Kurven zweiter 
Ordnung einer Kurvenschaar an, 
und man bestimmt jene Tangenten 
der einen Kurve, welche den 
Tangenten der zweiten Kurve in 
Dezuy auf die dritte Kurve kon- 
zugirt sind, so umhällen die Ver- 


schnitte der an die beiden ersten 
hurven durch je zwei solche 
Punkte gezogenen Tangenten in 
einer neuen Kurve zweiter Ord- 
nung, welche dem nämlichen Kur- 
venbüschel angehört. 


bindungslinien der Derährungs- 
punkte je zweier solcher Tan- 
ı genten eine neue hurve zweiter 
ı Ordnung, welche der nämlichen 
Wurvenschaar angehört. 


68. Die gemeinschaftlichen Punkte zweier Kurven zweiter Ord- 
nung sind die vier Ecken eines vollständigen Viereckes, dessen Seiten 
gemeinschaftliche Sckanten beider Kurven sind. Es gehen also durch 
jeden gemeinschaftlichen Punkt zweier Kurven zweiter Ordnung drei 
gemeinschaftliche Sekanten derselben. Da nun alle Kurven eines 
Kurvenbiischelnetzes, welche durch einen (reellen) Punkt der Ebene 
des Netzes gehen, einem und demselben Kurvenbüschel des Netzes 
angehören (59. 10), so folgt, dass durch einen gemeinschaftlichen 
reellen Punkt zweier Kurven eines Kurvenbüschelnetzes immer drei 
aber auch nur drei gemeinsame Sekanten der beiden Kurven gehen, 
die entweder alle drei reell sind, oder von denen eine reell, «die 
beiden anderen imaginär und konjungirt sind. Die Umhüllungskurve 
der gemeinschaftlichen Sekanten der sämmtlichen Kurvenpaare eines 
Kurvenbüschelnetzes zweiter Ordnung ist also eine Kurve, an welche 
aus jedem Punkte der Ebene drei aber auch nur drei Tangenten 
gehen, d. i. eine Kurve dritter Klässe. Es folgt daher: 

Die sämmtlichen gemeinsamen | Die sämmtlichen gemeinsamen 
Sehanten je zweier Kurven eines | Tangentendurchschnitte je zweier 
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Kurvenbüschelmetzes zweiter Ord- Kurven eines Kurvenschaarnetzes 
nung umhüllen eine Kurve dritter | zweiter Ordnung erfüllen eine 
Klasse. Kurve dritter Ordnung. 


Anmerkung. Die vorhergehende Betrachtung fordert, dass die gemein- 
samen Sekanten zweier Kurven des Netzes durch einen reellen gemeinsamen Punkt 
der zwei Kurven gehen, dass also die beiden in Betracht kommenden Kurven des 
Netzes mindestens einen reellen gemeinsamen Punkt hat. Allein er gilt auch 
für zwei Kurven K und K, des Netzes mit zwei Paar imaginären konjungirten 
gemeinsamen Punkten. Die zwei reellen gemeinschaftlichen Sekanten | und |jı 
zweier solcher Kurven schneiden sich nämlich in einem Punkte Rı ihres gemein- 
samen Tripels konjugirter Punkte, also auf der Tripelpunktkurve. Denken wir 
uns durch den Punkt Rı eine Kurve Kz des Netzes, so gehört der f in Bezug auf 
Ks; eine involutorische Punktereihe an, welche mit der der | in Bezug auf die 
beiden Kurven Kı und K; zugehörigen involutorischen Punktereihe zwei Punkte 
P und Q gemein hat. P und Q sind aber dann in Bezug auf kKı, K» und Ks, 
also weil diese drei Kurven nicht einem und demselben Büschel des Netzes an- 
gehören, in Bezug auf alle Kurven des Netzes, somit auch in Bezug auf den 
Kurvenbüschel des Netzes, dessen einer Mittelpunkt Rı ist, konjugirt, also gehen 
sämmtliche Kurven dieses Kurvenbüschels auch durch den Punkt der |, welcher 
P und Q von Rı harmonisch trennt, d.h. es ist | eine gemeinsame Sekante dieses 
Kurvenbüschels; es muss also, da dieser Kurvenbüschel reelle Mittelpunkte hat, 
| eine Tangente an die Kurve dritter Klasse sein. Das Gleiche gilt von fı. 


69. Die in vorhergehender Anmerkung durchgeführten Schlüsse 
gelten für jede gemeinschaftliche Sckante zweier Kurven des Netzes, 
so dass auf jeder solchen Sekante zwei in Bezug auf alle Kurven 
des Netzes konjugirte Punkte liegen, die also zwei Punkte der Tri- 
pelpunktkurve des Netzes sind (49). Es folgt also: 


Die sämmtlichen Tangenten 
der Kurven dritter Klasse, welche 
die gemeinschaftlichen Sekanten je 
zweier Kurven eines Kurven- 
büschelnetzes zweiter Ordnung um- 
hüllen, schneiden die Tripelpunkt- 
kurve des Netzes in je zwei in 
Bezug auf alle Kurven des Netzes 
konjugirten Punkten. 


Aus sämmtlichen Punkten der 
Kurve dritter Ordnung, auf 
welcher die gemeinschaftlichen 
Tangentendurchschnitte je zweier 
Kurven eines Kurvenschaarnetzes 
zweiter Ordnung liegen, gehen 
an die Tripelstrahlenkurve des 
Netzes je zwei in Bezug auf alle 
Kurven des Netzes konjugirte 
Tangenten. 


70. Sind P und @ irgend zwei in Bezug auf alle Kurven eincs 
Kurvenbüschelnctzes zweiter Ordnung konjugirte Punkte der Tripel- 
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punktkurve, und ist M ein beliebiger Punkt der Verbindungslinie 
PQ, so lässt sich durch M und die Durchschnitte der Kurven K, 
und K, des Netzes eine Kurve X‘ und ebenso durch M und die 
Durchschnitte der Kurven K, und K, des Netzes eine Kurve K' 
legen. Die Kurven X“ und X’ sind dann zwei weitere Kurven des 
Netzes. P und Q sind somit in Bezug auf X“ und K‘ konjugiıt; 
also müssen beide Kurven auch durch den Punkt M‘ der PQ gelıen, 
welcher P und @ von M harmonisch trennt, d. h. es ist PQ eine 
gemeinschaftliche Sekante der Kurven X‘ und K‘. Es folgt also: 


Die Umhüllungskurve dritter 
Klasse der sämmitlichen gemein- 
schaftlichen Sekanten der Kurven 
eines Iiurvenbüschelnetzes zweiter 
Ordnung ist zugleich die Um- 
hüllungskurve der Verbindungs- 
bienien der in Bezug auf alle 
Kurven des Netzes konjuyirten 
Punktepaare. 


Die Ortskurve dritter Ord- 
nung der sämmtlichen gemein- 
samen Tangentendurchschnitte der 
Kurven eines Kurvenschaarnetzes 
zweiter Ordnung ist zugleich der 
Ort der Durchschnitte der in Be- 
zug auf alle Kurven des Netzes 
konjugirten Strahlenpuare. 


71. Die Gerade PQ schneidet jede Kurve des Netzes in zwei 
Punkten, welche durch P und Q harmonisch getrennt, folglich die 
konjugirten Punktepaare einer involutorischen Punktereihe sind, 
deren Ordnungspunkte P und Q sind. Es folgt daher: 


Die Umhüllende der Strahlen, 
welche drei nicht einem und dem- 
selben Büschel ungehörige Kurven 
zweiter Ordnung in den konjugir- 
ten Punktepaaren einer Involution 
schneiden, ist jene Kurve dritter 
Klasse, welche von den gemein- 
schaftlichen Sekanten der Kurven 
des durch die drei Kurven bestimmten 
Kurvenbüschelnetzes umhüllt wird. 
Die Ordnungspunkte dieser Involu- 
Lionen liegen auf der Tripelpunkt- 
kurve des Netzes. 


Der Ort der Punkte, aus welchen 
an drei nicht einer und derselben 
Schaar angehörige Kurven zweiter 
Ordnung Tangentenpaare gehen, die 
die konjugirten Strahlenpaare einer 
Involution sind, ist jene Kurve dritter 
Ordnung, auf welcher die gemein- 
schaftlichen Tungentendurchschnitte 
des durch die drei Kurven bestinm- 
ten Kurvenschuurnetzes liegen. Die 
Ordnunysstrahlen dieser Involutio- 
nen sind Tangenten an die Tripel- 
strahlenkurve des Netzes. 


72. Es sei QQ'Q ein in Bezug auf irgend einen Kurvenbüschel 
des Kurvenbüschelnetzes zweiter Ordnung gemeinsames reelles Tripel 
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konjugirter Punkte, das also auf der Tripelpunktkurve des Netzes 
liegt; dann sind die den drei Puukten Q, Q', Q in Bezug aut alle 
Kurven des Netzes konjugirten Punkte die drei Punkte P‘, P’, P' 
der Tripelpunktkurve, in welchen letztere zum dritten Male von 
Q’QR', QR“ und QQ’ geschnitten wird, und die drei Punkte P, P‘, P 
liegen in einer Geraden (49). Es sind also P,Q; P‘, Q'; P', Q* die 
Gegenecken eines der Tripelpunktkurve des Netzes eingeschriebenen 
vollständigen Vierscites. Es ist also der Durchschnitt M von PQ 
und P’Q‘' von dem Durchschnitte Q der Seiten PQ’ und P’Q dureh 
die beiden Seiten PL’P‘“ und P“QQ harmonisch getrennt. Lassen 
wir nun P‘ dem Punkte P sich in’s Unbegrenzte nähern, so muss 
sich auch Q' dem Puukte Q in’s Unbegrenzte nähern; immer aber 
bleibt M von @ durch PP” und P“Q harmonisch getrennt. Im 
Momente des Zusaumenfallens von PQ und P‘'Q' wird Q' der dritte 
Durchschnitt der PQ mit der Tripelpunktkurve, und M daher jener 
Punkt, welcher den Punkt Q‘ der Tripelpunktkurve von den Punkten 
P und @ eben dieser Kurve harmonisch trennt. Da aber PQ und 
P'Q' Tangenten an die Umhillungskurve der gemeinschattlichen 
Sekanten der Kurven des Kurvenbüschelnetzes sind, so muss, wenn 
PQ und P‘Q‘ zusammenfallen, M ihr Bertihrungspunkt auf dieser 
Umhüllungskurve sein. Es folgt also: 


Die Verbindungslinie zweier in | Der Dwrchschnitt zweier in Be- 


Bezug auf alle Kurven eines Kur- 
venbüschelnetzes zweiter Ordnung 
konjuyirter Punkte der Tripelpunkt- 
kurve des Netzes berührt die Um- 
källungskurve dritter Klasse der 


sämmtlichen gemeinschaftlichen Se- | 


kanten der Kwrvenpaare des Netzes 
in dem Punkte, welcher von dem 
dritten Durchschnittte dieser Ver- 
bindungslinie mut der Tripelpunkt- 
kurve harmonisch gelrcrunt ist.*) 


zug auf alle Kurven eines Kurven- 
schuarnetzes zweiter Ordnung kon- 
jugirter Tangenten der Tripelstrah- 
leukurve des Netzes ist ein solcher 
Punkt der Ortskwwve dritter Ord- 
nung der gememschaftlichen Tan- 
gentendurchsehnitte, dass die Tun- 
gente durch ihn an diese Ortskurve 
von der durch ıhn an die Tripel- 
strahlenkurve gehenden dritten Tan- 
gente durch die beiden ersteren Tan- 


' genten harmonisch getrennt ist. 


73. Da „wei Punkte der Ebene, welche in Bezug auf drei nicht 
einem und demselben Kurvenbüschel angebörige Kurven eines Kurvcen- 


— [—. 


*) Ueber die Sätze 68&— 12 siehe Schröter a. a. 0. p. 51y u. f. 
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büschelnetzes konjugirt sind, in Bezug auf alle Kurven des Netzes 
konjugirt sind, und somit auf der Tripelpunktkurve des Netzes liegen, 
so folgt, dass von den sämmtlichen Polaren eines nicht auf der 
Tripelpunktkurve liegenden Punktes N in Bezug auf die Kurven 
des Netzes, von denen keine drei einem Büschel des Netzes ange- 
hören, keine drei durch einen Punkt gehen können; denn würden 
irgend drei Polaren des Punktes N in Bezug auf drei nicht einem 
und demselben Büschel des Netzes angehörige Kurven sich in dem 
nämlichen Punkte N‘ schneiden, so wären N und N’ in Bezug auf 
alle Kurven des Netzes konjugirt, müssten folglich zwei Punkte 
der Tripelpunktkurve des Netzes sein, was gegen die Annahme ist. 
Die Umhüllende aller Strahlen aber, von denen keine drei durch 
einen und denselben Punkt gehen, ist eine Kurve zweiter Ordnung. 
Es folgt also: 


Die Polaren eines nicht auf der 
Tripelpunktkurve eines Kurvenbü- 
schelnetzes zweiter Ordnung liegenden 
Punktes in Bezug auf alle Kurven, 
von denen keine drei einem und dem- 
selben Kurvenbüschel des Netzes an- 
gehören, umhüllen ene Kurve zwei- 
ter Ordnung. 


Die Pole eines Strahles, der 
nicht Tangente an die Tripelstrah- 
lenkurve eines Kurvenschaarneztes 
zweiter Ordnung ist in Bezug auf 
alle Kurven, von denen keine drei 
einer und derselhen Schaar des Netzes 
angehören, liegen auf emer Kwrve 
zweiter Ordnung. 


74. Sind K,, K,, K, drei Kurven, welche eine und dieselbe 
gemeinschaftliche Sekante haben, und sind |“, |“, f‘ die der } kon- 
jJugirten gemeinsamen Sekanten der Kurvenpaare K,, K,; K, K;; 
K,,K,; ist ferner Q' der Durchschnitt von |‘ und }“, so ist, wenn 
wir durch @' eine beliebige Gerade ziehen, welche die Kurven K,, 
K,, K, beztglich in den Punktepaaren A, A’; B, B'; C, C’; in 
Q“ und f in @ schneidet, sowohl: AA’.BB’.Q'Q 

als auch: AA. CC. QQ| PP) 

eine Involution, d. h. es ist: AA’.BB'.CC.Q'Q 
eine Involution. Es ist aber auch: Bl’. CC’ .QQ“ 
eine Involution. Da beide Involutionen zwei Paar konjugirte Punkte 
BB’.CC' gemein haben, so sind sie identisch. Es muss also Q“ 
mit Q‘ zusammenfallen. Es folgt also: 

Ilaben drei nicht einem und dem- Haben drei nicht einer und dersel- 
selben Kurvenbüschel ungehörige | ben Kurvenschaar angehörigeKurven 


BR BR 


Kurven zweiter Ordnung eine und 
dieselbe gemeinschaftliche Sekante, 
so schneiden sich die dieser Sekante 
konjwjirten gemeinschaftlichen Se- 
kanten der drei, durch die drei 
Kurven bestimniten, Kurvenpnare 
ın einem Punkte.*) 


zweiter Ordnung einen und denselben 
gemeimschaftlichen Tangentendurch- 
schnitt, so liegen die diesem Tan- 
gentendurchschnitte konjugirten ge- 
meinschaftlichen  Tangentendurch- 
schnitte der drei, durch die drei 
Kurven bestimmten, Kurvenpaare ın 


einer Ger«len. 
Anmerkung. Da drei beliebige Kreise der Ebene immer die unendlich 
ferne Gerade der Ebene zur gemeinsamen Sekante haben, so schneiden sich deren 
Potenzlinien in einem Punkt dem Potenzcentrum. 


75. Durch die drei Kurven K,, K,, K,, welche alle drei | zur 
gemeinsamen Tangente haben, aber nicht einem und demselben Kur- 
venbiischel zweiter Ordnung angehören, ist ein Kurvenbüschelnetz 
zweiter Ordnung bestimmt. Die involutorische Punktereihe, deren 
Ordnungspunkte die auf | liegenden gemeinsamen Punkte M und N 
der drei Kurven sind, gehört der | in Bezug auf alle drei Kurven 
an. Je zwei konjugirte Punktepaare dieser involutorischen Punkte- 
reihe sind in Bezug auf jede der drei Kurven K,, K,, K,, also auch 
in Bezug auf alle Kurven des durch sie bestimmten Kurvenbüschel- 
netzes konjugirt, somit muss jede Kurve des Netzes durch die Ord- 
nungspunkte M und N der erwähnten involutorischen Punktereihe 
auf | gehen; d h. es ist | eine gemeinschattliche Sekante für alle 
Kurvenpaare des Netzes. Zugleich erhellt, dass | ein Theil der 
Tripelpunktkurve des Netzes ist, da auf | unzählige in Bezug auf 
alle Kurven des Netzes konjugirte Punktepaare liegen. Der andere 
Theil der Tripelpunktkurve ist daher eine Kurve X zweiter Ordnung. 
Da von dem gemeinschaftlichen Tripel konjugirter -Punkte eines 
jedeu Kurvenbüschels des Netzes ein Punkt — der Durchschnitt 
der | mit der ihr konjugirten Sekante — auf | liegt, so müssen 
die beiden anderen Punkte aut X liegen. Da in jedem der Punkte 
M und N zwei in Bezug auf alle Kurven des Netzes konjugirte 
Punkte des Netzes vereinigt sind, so sind diese Punkte doppelt zu 
zählen, d. bh. die Tripelpunktkurve schneidet sich selbst in den 
Punkten M und N, folglich muss die Kurve X zweiter Ordnung 
ebenfalls durch die Punkte M und N gehen. Im Punkte @ 


*) Chasles sect. con. p. 250. 


v. Staudt, B.z. G. d. L. p. 225. 
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schneiden sich die drei der | konjugirten gemeinsamen Sekanten 
\, 1“, f“‘ der Kurvenpaare K,, K,; K,, K,; K,K, des Netzes, also 
ist Q ein Theil der Umhüllungskurve sämmtlicher gemeinschaft- 
licher Sekanten der Kurvenpaare des Netzes. Der andere Theil 
muss also eine Kurve zweiter Ordnung (Klasse) sein. Da aber auf 
| unendlich viele in Bezug auf alle Kurven des Netzes konjugirte 
Punktepaare liegen, deren Verbindungslinien also Tangenten an 
diese Umhüllungskurve dritter Klasse sein müssen (71), so folgt, 
dass diese Kurve zweiter Klasse, welche den zweiten Theil dieser 
Umhüllungskurve bildet, zwei auf f liegende Punkte sein müssen. 
Diese können aber keine anderen Punkte als M und N sein, da 
deren Verbindungslinie zusammenfallende Sekanten von allen Kurven- 
paaren des Netzes vorstellt, und für jedes Kurvenpaar durch M und 
N noch zwei (reelle oder imaginäre konjungirte) gemeinschaftliche 
Sekanten hindurchgehen. Von den der gemeinschaftlichen Sekante 
| konjugirten Sekanten der Kurvenpaare des Netzes kann selbst- 
verständlich keine weder durch M noch durch N gehen, folglich 
durchschneiden sich diese alle in @. Der Punkt Q’ ist als der 
Berührungspunkt dieser Sekanten mit der Ortskurve dritter Klasse 
aufzufassen. Jede solche Sekante schneidet die Tripelpunktkurve 
in zwei in Bezug auf alle Kurven des Netzes konjugirten Punkten 
(69). Da nun jeder einem Punkte der | in Bezug auf alle Kurven 
des Netzes konjugirte Punkt auf | selbst liegt, so sind die erwähn- 
ten in Bezug auf das Netz konjugirten Punkte die Schnittpunkte 
der der | konjugirten gemeinsamen Sekanten mit der Kurve X 
zweiter Ordnung. Der Schnittpunkt einer jeden der | konjugirten 
Sekante mit | muss also von den Durchschnitten derselben mit X 
durch den Punkt Q‘ harmonisch getrennt sein (72). Es ist somit 
Q' der Pol von | in Bezug auf X. Es folgt daher: 

1. Gehen drei Kurven zweiter 1. Huben drei Kurven zweiter 
Ordnung durch die nämlichen zwei | Ordnung die nämlichenzwei reellen 
reellen oder imaginären konjun- | oderimaginären konjungirten Tan- 
girten Punkte, ohne demselben | genten, ohne derselben Kurven- 
Kurvenbüschel zweiter Ordnung | schaur zweiter Ordnung anzuge- 
anzugehören, so ist durch die- | hören, so ist durch dieselben ein 
selben ein Kurvenbüschelnetzzwei- | Kurvenschaarnetz zweiter Ord- 
ter Ordnung bestimmt, dessen Kur- \ nung bestimmt, dessen Kurven 

10 
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ven «durch dte nänlichen zwei 
Punkte gehen, wie die ursprüng- 
lichen drei Hurven. 


sämmtlich die nüämlichen zwei 
Tangenten haben, wie die ursprüng- 
lichen drei Murven. 


2. Die der gemeinschaftlichen 2. Die dem gemeinschaftlichen 
Sekante sämmtlicher  Kurven- Ä Tungentendurchschnitte  sämmt- 
büschel dieses Netzes Ronzugirten | licher  Kurvenschauren dieses 
sgemeinschaftlichen Sehantenschnei- | Netzes konjugirten gemeinschaft- 
den sich in einem Punlste. lichen Tangentendurchschnitte lie- 

gen in einer Geraden. 
3. De Tripelstraählenkurve 
rlieses Netzes zerfällt in den allen 
hurvenschaaren des Netzes ge- 
meinsamen Tangentendurchschnitt 
Ordnung, in Bezug auf welche \ und in eine Kurve zweiter Ord- 
der Durchschnitt der allen Kur- nung, in Dezuy auf welche die 
venböüscheln des Netzes gemein- | Gerade, auf welcher rie, dem 
sımen Sehanten konjugirten Se- | ullen Kurvenschaarendes Netzes ge- 
kanten der Pol der ersteren ist"). | meinsamenTuangentendurchschnitte 
konjugirten  Tangenten- Durch- 
schnitte liegen, die Polure des er- 
steren 1st. 

Anmerkung. Sind Kı, Ka, Ka drei Kreise, so haben sie die unendlich 
ferne Gerade der Ebene zur gemeinschaftlichen Sekante. Es müssen also alle 
Kurven des durch sie bestimmten Kurvenbüschelnetzes durch die imarinären 
Kreispunkte gehen, also selbst Kreise sein. Ebenso muss die Kurve A ein Kreis 
sein, dessen Mittelpunkt das Potenzeentrum der drei Kreise Kı, K-, K>, also aller 
Kreise des Netzes ist als Pul der unendlich fernen Geraden der Ebene in Bezur 
auf A. Dianun der Kreis A durch alle im Endliehen liegenden Punkte der gemein- 
sehaftlichen Tripel konjugirter Punkte der in dem Netze enthaltenen Kreisbüschel 
schen muss, so muss der Kreis A sämmtliche Kreise des Netzes rechtwinklig 


“ 


3. Die Tripelpanktkourvecieses 
Netzes zerfällt in die allen Kurven- 
böüscheln desselben gemeinsame Se- | 
kante und in eine Kurve zweiter 


scheiden. 

76. Sind P,, P,, P, die Pole der } in Bezug auf die drei 
Kuwven K,, K,, K,, so sind D,P,, P,P,, P.P, bezüglich die Polaren 
der Punkte 1, 9%, I in Bezug auf die Kurvenpaare K,,K ; K,,K;; 
K,, K,; also liegen auf ihnen je zwei. konjugirte gemeinschattliche 
Tangentendrehschnitte der drei Kurvenpaare (15. 17), die bezüglich 
er, SS, S©," und S‘, 5,‘ sein sollen. Ziehen wir aus einem 


*) Schröter a. a. OÖ. p. 55. 
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beliebigen Punkte M der | Tangentenpaare an die drei Kurven K,, 
K,, K,, und sind A, A‘; B, B‘; C, C’ deren bezügliche Berührungs- 
punkte, so gehen AB, A'B' durch ©" und A’B, AB‘ durch S,“‘; 
ebenso gehen AC, A’C' durch SS‘; AC’, A'C durch ©; BC, B'C' 
durch ©’ und BC‘, B’C durch ©,’ (23. 2). Die Geraden AA‘, BB‘, 
CC’ gehen bezüglich durch P,, P,, P, und schneiden sich in dem 
Punkte M‘ der |, welcher dem Punkte M in Bezug auf die drei 
Kurven K,, K,, K, konjugirt ist (23. 1). Es sind also die Dreiecke 
P,P,/, und ABC perspektivisch, folglich liegen die Durchschnitte 
(P,P,, AB) Ss", (P,P,, AC) = 5" und (P,P,, BC) = ©‘ in 
einer Geraden. Es ist aber das Dreieck P,P,P, auch mit jedem 
der Dreiecke A’BC, AB’C und ABC’ perspektivisch; dalıer liegen 


auch die Puuktetripel S', S,', 9,"; &', ©, 9,“ und CS“, 
Es folgt also: 


&,“ in je einer Geraden. 
Gehen drei nicht einen und 
demselben Kurvenbüschel augehörige 
Kurven zweiter Ordnung durch die 
nänlichen zwei (reellen oder imagt- 
nären konjungirten) Punkte, so liegen 
die drei Paar konjugirten gemein- 
semnen Tangentendurchschnitte, die 
auf den, den Durchschnäten der 
allen drei Kurven gemeinsamen Se- 
kante mit den Ihr in den drei Kur- 
venpaaren konjugirten Sekanten ge- 
genüberliegenden Tripelstrahlen lie- 
gen, zw je dreien auf drei Geraden, 
d.h. bilden die sechs Fcken 
eines vollständigen Vierseites.*) 


ste 


Anmerkung. 
zu den Achnlichkeitsaxen derselben. 


77. Es sei K, eine Kurve zweiter Ordnung. 
beliebigen Punkt 9, ihrer Ebene ziehen wir zwei Strahlenpaare |“, I 


Zı 
wi) 


Haben drei nicht einer wnd der- 
selben Kurvenschaar angehörige Kur- 
ven zweiter Ordng die nänlichen 
zwei (reellen oder imaginären konju- 
girten) Tungenten, so gehen die drei 
Paar gemeinsamen kanjugırten Se- 
kanten, die sich in den, den Ver- 
bindungslinien des den drei Kurven 
gemeinschaftlichen. Tangentendurch- 
schnittes nut den ihm konjugerten 
Teunyentendurchschnitten 
Kurvenpeere gegenüberliegenden Irt- 


der drei 
pelpunkten scheiden, zu je dreien 
durch drei Punkte, d. h. sie bilden 
die sechs Seiten eines vollständigen 
Viereckes. 


Sind die Kurven Kı, K , Ks; Kreise, so führt der Satz links 


Durch einen 


sis 


und Sf“, {,“, welche bezüzlich die K, in deu reellen oder imaginären 


*) Chasles sect. con. p. 230. 
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konjungirten Punktepaaren A,B; C, Dund A‘, B’; C‘, D‘ scheiden 
müssen. Legen wir dann durch A, B, C, D irgend eine Kurve K, 
und durch A’, B‘, C‘, D‘ irgend eine Kurve K, zweiter Ordnung, so sind 
f“ und |,‘ ein Paar konjugirte gemeinsame Sekanten der Kurven 
K, und K,, somit R, ein Punkt ihres gemeinsamen Tripels kon- 
jugirter Punkte. Da f" und |,“ ein Paar konjugirte gemeiusame 
Sekanten des Kurvenpaares K,, K, sind, so ist N, auch ein Punkt 
des gemeinsamen Tripels konjugirter Punkte der Kurven K, und K,. 
Die Polaren des Punktes R, in Bezug auf K, und K, sind daher 
mit der Polare des Punktes R, in Bezug auf K, identisch, d. h. 
es hat R, in Bezug auf die drei Kurven K,, K,, K, eine gemein- 
same Polare, folglich sind R, und r, auch ein Punkt und ein Strahl 
des gemeinschattlichen Tripels konjugirter Punkte und Strahlen des 
Kurvenpaares K,, K,, folglich gehen durch R, auch zwei gemein- 
schaftliche konjugirte Sekanten |‘ und ,‘ dieses Kurvenpaares. Es 
folgt daher: 

Zieht man durch eimen beliebi- 
gen Punkt R, in der Ebene einer 


Zieht man aus zwei beliebigen 


Punktepaaren SS", 5," und ©", 


Kurve K, zwei Strahlenpaare \", 
,“ und j", 1,“ welche die K, in 
den Punktepaaren A, B; C, D und 
A‘, B'; GC’, D’ bezüglich schneiden, 
und legt man durch A, B, GC, D 
eine beliebige Kurve K,, sowie auch 
durch A', B’, C', D‘ eine beliebige 
Kurve K, zweiter Ordnung, so hat 
der Punkt R, in Bezug auf die 
drei Kurven K,, K,, K, eine ge- 
meinsane Polare, und es gehen durch 
ihn auch zwei konjugirte gemeinsame 
Sekanten der Kurven K, und K,. 


S,' einer beliebigen Gerwlen x, bw 
der Ebene einer Kurve k, zweiter 
Ordnung an k, bezüglich die Tan- 
gentenpaare a, b; c, d und a, 
b’; e&', d’, und konstruirt man zwei 
beliebige Kurven k, und k, zweiter 
Ordnung, von denen die erstere a, 
b, ©, d die letztere a‘, b‘, e‘, d’ zu 
Tangenten hat, so hat die (rerade r, 
in Bezug auf die drei Kurven einen 
gemeinsamen Pol, und es liegen auf 
Ihr auch zwei gemeinsame konju- 
girte Tanyenten- Durchschuitte der 
Kurven k, und k,. 


78. |“ und |,“ sind die (reellen oder imaginären konjungirten) 


Ordnungsstrahlen eines involutorischen Strahlenbüschels um N, von 
der Art, dass jeder einem Punkte eines Strables in Bezug auf (die 
Kurven K, und K, konjugirte Punkt auf dem ihm in der Involution 
konjugirten Strahle liegt (20). Ebenso sind | und |,“ die Ordnungs- 
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strahlen eines involutorischen Strahlenbüschels um R, von derselben 
Eigenschaft in Bezug auf die Kurven K, und K,. Beide involu- 
torische Strahlenbüschel haben zwei konjugirte (reelle oder imagi- 
näre konjungirte) Strahlen m und m’ gemein. Ist also P ein beliebiger 
Punkt von m, so schneiden sich seine Polaren p, und p. in Bezug auf 
K, und K, in dem, dem Punkte P in Bezug auf beide Kurven kon- 
jJugirten, Punkte P‘ der m‘ (21). Es müssen sich aber auch die 
Polaren p, und p, in Bezug auf K, und K, in dem dem Punkte 
P in Bezug auf diese Kurven konjugirten Punkt P‘ der m‘ schneiden. 
Da nun p, die m, nur ineinem Punkte treffen kann, so fällt P’ mit 
P‘“ zusammen. Es sind also P und P‘ in Bezug auf alle drei Kurven 
K,, K,, K, konjugirt, daher sind m und m‘ auch ein Paar konju- 
girte Strahlen desjenigen involutorischen Strahlenbüschels um R,, 
dessen Ordnungsstrahlen die gemeinsamen Sekanten |’ und |,‘ der 
Kurven K, und K, sind. Es sind also die Strahlenpaare |‘, |,‘'; 
Y‘, 5“ und f,, f,‘ durch dieselben zwei Strahlen m und m‘ harmonisch 
getrennt, sind daher drei Konjugirte Strahlenpaare eines involutorischen 
Strahlenbüschels. Es folgt daher: 


Hat eine Gerade in Bezug auf 
drei nicht einem und demselben Kur- 
venbüschel angehörige Kurven K,, 
K,, K, zweiter Ordnung einen ge- 
meinschaftlichen Pol, so schneiden 
sich im diesem drei Paar konjugirte 
gemeimsame Sekanten der Kurven- 
peare K,, K,; K,K, und K,,K, 
und bilden um ihn die konjugirten 
Strahlenpaare eines involutorischen 
Strahlenbüschels.*) 


Hat em Punkt in Bezug auf 
drei nicht einer und derselben Kur- 
venschur angehörige Kurven K,, 
k,, k, zweiter Ordnung eine gemeimn- 
same Polare, so liegen auf ihr drei 
Paar konjugirte gemeinsame Tan- 
yentendurchschnitte der Kurvenpuare 
k,kık, k undk,, K und 
bilden aufihr die konjugirten Punkte- 
paare einer involutorischen Punkte- 


reihe. 


73. Durch K, und K, ist ein Kurvenbiischel zweiter Ordnung 


bestimmt, und |‘ und |,‘ sind zwei konjugirte gemeinschatftliche Se- 
kanten desselben. Ist K irgend eine Kurve dieses Bischels und 
sind o und o‘ die in R, sich schneidenden konjugirten gemeinsamen 
Sekanten der Kurven K, und X, so ist |", “.|,‘.c0’ eine Invo- 
Iution (78); aber auch |", “."\,“. 1, ist eine Involution, daher ist 


*) Chiasles sect. con. p. 281. v. Staudt, Beiträge z. @. d. L. p. 223. 
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auch Y,'".1h. 1, ‘. 00‘ eine Involution. Ist X, eine zweite Kurve 
des Kurvenbüschels (K,, K,), und sind o,, o,‘ die in R, sich 
schneideuden Konjugirten gemeinsamen Sekanten von K, und Ä,, so 


ist |4,‘.00‘.0,0,‘ eine Involution, 
00‘.0,0,' eine Involution u. s. f. 

Beschreibt man in der Ebene 
eines Kurvenbüschels zweiter Ord- 
nung eme dem Büschel nicht an- 
gehörige Kurve K, zweiter Ordnung, 
in Bezug auf welche ein (reeller) 
Punkt und der ihm gegenüberlie- 
gende Strahl des allen Kurven des 
Büschels gemeinsamen Tripels kon- 
jugirter Punkte und Strahlen Pol 
und Polare sind, so bilden die durch 
diesen Tripelpunkt gehenden ge- 
meinsamen konjwjirten Sekanten der 
K, und einer jeden Kurve des Kur- 
venbüschels die konjugirten Strahlen- 
paare eines iwwolutorischen Strah- 
lenbüschels, welchem auch die zwei 
durch diesen Tripelpunkt gehenden 
konjugirten gemeinsamen Sekanten 
des Kurvenbüschels als konjugirte 
Strahlen angehören. 


mithin ist auch I, .,“. 1‘ 
Es folgt also: | 

Deschreibt man in der Ebene 
einer Kurvenschaar zweiter Ord- 
nung eine der Schaar nicht ange- 
hörige Kurve k, zweiter Ordnung, 
in Bezug auf welche ein Strahl 
und der ihm geyenüberliegende Punkt 
des allen Kurven der Schaar ge- 
meinsamen Tripels konjugirter Strah- 
len und Punkte Polar und Pol 
sind, so bilden die auf diesem Tri- 
pelstrahle liegenden gemeinsamen 
konjugirten Tangentendurchschnitte 
der k, und jeder Kurve der Kurven- 
schaar die konjugirten Punktpaare 
einer wmwvolutorischen Punktereihe, 
welcher auch die zwei auf diesem 
Tripelstrahle liegenden konjugirten 
gemeinsamen Tangentendurchschnitte 
der Kurvenschuar als konjugerte 
Punkte angehören. 


80. Da die in Bezug auf K,, K,, K, konjugirten Punktepaare 


auf zwei Strahlen m und m’ liegen, so sind m und m‘ Theile der 
Tripelpunktkurve des durch K,, K,, K, bestimmten Kurvenbüschel- 
netzes zweiter Ordnung. Die Tripelpunktkurve des Netzes zerfällt 
daher in drei Gerade m, m’ und r,, von welch letzterer sämmtliche 
Punkte dem Punkte R, in Bezug auf sämmtliche Kurven des Netzes 
konjugirt sind. Es sind also die Strahlen, welche aus Wi, die sämmt- 
lichen Punkte der r, projieiren, die Verbindungslinien von in Bezug 
auf alle Kurven des Netzes konjugirten Punktepaaren, also ist WR, 
ein Theil der Kurve dritter Klasse, welche die sämmtlichen gemein- 
schaftlichen Sekauten der Kurvenpaare des Netzes einlhüllen (70). 
Da jedem Punkte der m nur ein einziger auf m‘ liegender Punkt 


87 


in Bezug auf die Kurven des Netzes konjugirt ist, so sind die Punkte- 
reihe auf m, und die von den den Punkten der m in Bezug auf die 
Kurven des Netzes konjugirten Punkten der m‘ gebildete Punkte- 
reihe projektivisch, daher umhillen die Verbindungslinien der ent- 
sprechenden Punkte beider Punktereihen eine Kurve ft zweiter Ord- 
nung, an welche auch m und m‘ Tangenten sind. Die Berührungs- 
pınkte M und M‘ von m und m‘ entsprechen in den beiden pro- 
jektivischen Punktereihen dem Punkte mm’ = NR, ; folglich sind M 
und M’ dem Punkte R, in Bezug auf alle Kurven des Netzes kon- 
jugirt, sind also zwei Punkte der r,. Es sind folglich R, und r, 
auch Pol und Polare in Bezug auf 8. Ist p eine beliebige Tan- 
gente der $, Q ihr Berührungspunkt und @ ihr Schnittpunkt mit 
Y,, und zieht man aus Q‘ die zweite Tangente an 8, deren Be- 
rührungspunkt % sein möge, so ist Q‘ der Pol von QL in Bezug 
auf K, also muss QL durch den Pol R, von r, gehen. Da nun Q/ 
und QR durch die 8, d. i. durch M und M‘ harmonisch getrennt 
sind, so sind auch die Strahlen R,Q’ und QL durch die Strahlen 
m und m‘ des Büschels um R,, somit auch @' und Q durch die 
Durchschnitte von m und m‘ mit p, d. i. durch die auf p liegenden 
in Bezug auf die Kurven des Netzes konjugirten Punkte harmonisch 
getrennt. Es folgt also: 

Hat eine Gerade x, in Bezug 
auf ein Kurvenbüschelnetz zweiter 
Ordnung einen und «denselben Pol N,, 
so umküllen die Verbindungslinien 
simmtlicher in Bezug auf die Kur- 
ven des Kurvenbüschelnetzes konju- 


Hat en Punkt R, in Bezug auf 
ein Kwrvenschaarnetz zweiter Ord- 
nung eine und dieselbe Polare 1, 
so liegen die Dwrehschnitte der in 
Bezug auf die Kurven des Kurven- 
schaarnetzes konjugirten Strahlen- 


girten Punktepaare eine neue Kurve 
zweiter Ordnung, in Bezug auf welche 
R, und, ebenfalls Pol und Polare 
sind. Der Berührungspunkt einer 
jeden Tangente an diese Kurre ist 
von ihrem Durchschnitte mitx, durch 
die auf ihr liegenden, in Bezug auf 
das Netz konjugirten Punkte har- 
monisch getrennt. 


Anmerkung. Die diesem Satze 


Realität der Strahlen m und m‘ voraus. 


paare m emer neuen Kurve zweiter 
Ordnung, in Bezug auf welche eben- 
falls W, und x, Pol und Polare 
sind. Die Tangente durch jeden 
Punkt dieser Kurve ist von seiner 
Verbindungslinie miR, durch die 
durch Ihn gehenden in Bezug auf 
das Netz konjugirten Strahlen har- 
monisch getrennt. 

zu Grunde liegenden Schlüsse setzen (die 
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81. Sind K, und K, zwei Kurven zweiter Ordnung und /‘, |,‘ 
ein Paar in R, sich schneidende konjugirte gemeinsame Sekanten 
derselben, und sind durch R, zwei beliebige andere Strahlen |“ und 
ı“ gezogen, welche K, beziehungsweise in den (reellen oder ima- 
ginären konjungirten) Punktepaaren A, B; C, D durchschneiden, so 
ist durch A, B, C, D ein Kurvenbischel zweiter Ordnung bestimmt, 
dem auch K, angehört. Der Punkt R, ist ein Punkt des gemein- 
samen Tripels konjugirter Punkte des Kurvenpaares K,, K, und 
zugleich ein "'unkt des gemeinsamen Tripels konjugirter Punkte des 
Kurvenbüschels (A, B, C, D); folglich sind R, und der ihm gezen- 
überliegende Tripelstrahl des Kurvenbüschels Pol und Polare in Be- 
zug auf die Kurve K,. Sind also f“ und |,“ zwei konjugirte 
Strahlen des durch , |,‘ und f“, |,“ bestimmten involutorischen 
Strahlenbtichels, so müssen |“ und |,“ zwei konjugirte gemeinsame 
Sekanten irgend einer Kurve K, des Kurvenbüschels (A, B, C, D) 
und der Kurve K, sein (79). Es folgt daher: 


Zieht man durch den Durch- 
schnittR, zweier konjugirter gemein- 
samer Sekanten \', |,‘ zweier Kurven 
K,,K, zweiter Ordnung zwei Paar 
Strahlen \, |,‘ und |, |,“ von der 
Art, dass Y' ht - Ih eine 
Iivolution ist, so liegen die Durch- 
schnitte des einen Strahlenpaares 
1,“ mit K, und die Durchschnitte 
des anderen Strahlenpaares \', 1,‘ 
nut K, Immer in einer neuen Kurve 
K, zweiter Ordnung.*) 


Nimmtmanaufder Verbindungs- 
Imie rt, zweier konjugirter gemein- 
samer Tangentendurchsehnitte S', 
©,' zweier Kurven k,, k, zweiter 
Ordnung zwei Paar Punkte ©, 
S,, ©", ©," von der Art, dass 
85'.9'0,".6"5," eine In- 
volution ist, so sind die Tungenten 
aus dem einen Punktepaare S", 
S," ank, und die Tungenten aus 
dem anderen Punltepaare SS," 
an k, immer acht Teangenten an 
eine neue Kurve k zweiter Ordnung. 


82. Sind wieder |,‘ zwei in %, sich schneidende konjugirte 


gemeinsame Sekanten der Kurve K, und K,, und sind |“, Y und 
1, 11“ zwei Paar Strahlen durch R,, welche durch j‘, },‘ harmonisch 
getrennt sind, und schneiden wir die drei Strahlenpaare }“‘, \; 
1, 1“ und fs, j\‘ durch eine beliebige Transversale bezüglich in 
den Punktepaaren A, B; A‘, B’; C, C‘, so sind sowohl ACBC’ als 


*) Chasles sect. con. p. 284. 
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ACB'C harmonische Punktereihen; somit ist ACBC’ pro). A’C'B’C; 
mithin ist AA’. BB’. CC’ eine Iuvolution; also ist auch Y,.Y 1,‘ 
eine Involntion, mithin liegen die Durchschnitte von |“, |,“ mit K, 
und Y“, 1, mit K, in einer neuen Kurve K, zweiter Ordaung (S1). 


Es folgt daher: 


Wenn num dreh den Dirch- | 
schnitt R, zweier konjgirter  ge- | linie 
zweier \samer Tengentendurchschnitte ©’, 


‘ 


meinsener Schenden Y, J, 
Kurven K, wul KR, zweiter Ordnung 
zwei Paar durch\' und}, harmonisch 
getrennte Strahlen Y, nd \, 
1," zicht, so iegen die Durchschnitte 
von Y', 1,“ mit der einen Kurre K, 
wel die Divchschnitte von \, 1, 
mit der anderen Kurve K, in einer 
neuen Kwwve K, zweiter Ordnung. 


Wenn mean auf der Verbindungs- 
v, Zweier konjngirter gemen- 
&,' zweier Kursen k,, k, zweiter 
Ordnung zwei Paar durch S', ©,‘ 
harmonisch getrennte Punkte S', So" 
md OS)", ©,“ bestimmt, so sind 
die Tangenten aus ©", 2," an die 
eine Kurve k, wid die Tangenten 
aus S"', 9," un die andere Kurve 
k, acht Tangenten an eime neue 


Kurve k, zweiter Ordweng. 

83. Sind S und S, zwei reelle konjusirte gemeinsame Tan- 
genten zweier Kurven A und X, zweiter Ordnung, so können die 
aus 5 und S, an K und X, gehenden reellen oder imaginären 
konjugirten gemeinschaftlichen Tangentenpaare t, t’ und t,, t,’ als 
Kurven K, und K, zweiter Ordnung aufgefasst werden. Die zwei 
gemeinsamen Sekanten derselben sind die Verbindungslinien der 
zwei Paar von © und ©, verschiedenen Durchschnitte der vier 
‚Tangenten, d. i. die zwei von der Verbindungslinie SS, ver- 
schiedenen Strahlen des gemeinsamen Tripels konjugirter Strahlen 
der Kurven X und Ä,. Dieselben sollen hier durch j‘ und f,‘ be- 
zeichnet werden, während SS, und ff,’ durch r, und Ri, bezeichnet 
bleiben sollen. Sind M, N, P, Q bezüglich die Berührungspunkte 
der vier Tangenten t, t‘; t,, t,‘ auf X, wobei also alle vier Punkte 
reell, oder eines der beiden Punktepaare M, N und P, @& oder beide 
Punktepaare imaginär und konjungirt sind, so sind MNPQ die 
Ecken eines der Kurve K eingeschriebenen Viereckes von der Art, 
dass die Ecken desselben zugleich die Berührungspunkte des der 
K umschriebenen Vierseites tt't,t,‘ sind. Es sind also die Durch- 
‚schnitte der Gegenseiten des Viereckes MNPQ die drei Punkte des 


gemeinsamen Tripels konjugirter Punkte der Kurven X und X, 
11 


« 


tn 


und insbesondere müssen die immer reellen Geraden PQ =)" und 
MN = |" als Polaren der Punkte ©, und © in Bezug auf X durch 
den dem Strahle SS, = tr, gegentiber liegenden Tripelpunkt R, 
gehen. Durch die beiden anderen Tripelpunkte sind aber 
und |“ in allen Fällen harmonisch getrennt (L. P. 76/77 p. 34); 
daher j und f“‘ auch durch die beiden in R, sich schneiden- 
den Tripelstrahlen }‘, |,‘ harmonisch getrennt. Sind M,, N, und 
P,, Q, die Berührungspunkte von t, t‘ und t,, t,‘ mit X,, so folgt 
in derselben Weise, dass P,Q, = |,“ undM,N, =,“ durch f’ und |,‘ 
harmonisch getrennt sind. Es liegen daher die acht Punkte M, N, 
M,, N,, P, Q, P,, @, in einer neuen Kurve zweiter Ordnung (82). 
Es folgt daher: 

Die acht Berührungspunkte| Die acht Tangenten durch die 
der gemeinschaftlichen Tangenten | gemeinschaftlichen Punkte zweier 
zweier Kurven zweiter Ordnung | Kurven zweiter Ordnung an diese 
liegen in einer neuen Kurve zweiter | Kurven umhüllen eine neue Kurve 
Ordnung. zweiter Ordnung. 

Anmerkung. Dieser Satz wurde schon in 65 ganz allgemein abgeleitet. 


Dort ist noch überdiess eine merkwürdige Eigenschaft dieser neuen Kurve zweiter 
Ordnung angegeben. 


Zeile 
14 
14 


20 


= SIND 


faar\ 
IV. 


En 
[0 one ©) 


Druckfehler, 


Ne ee 


von oben lies: a, b statt aı 5b. 


oben lies: „ziehen wir aus“ statt: „ziehen aus“. 

unten ist: „daher involutorisch liegen“ wegzulassen. 

oben lies: RRı‘ statt; R, Rı‘. 

unten lies: „Strahl“ statt: „Strahle“. 

oben lies; Tripel konjugirter Punkte. 

oben ist das „‚“ nach Durchschnitte zu streichen, und statt: 
„bei den“ ist: „beiden“ zu lesen. 

oben lies im Satze links: „Punkt“ statt: „Punkte“. 

unten lies: „sind je zwei‘ statt: „sind zwei‘. 

sind bis zu M’Sı‘Mı‘S’ in Zeile 10 die Buchstaben fı, f 

und Sı‘, S immer zu vertauschen. 

oben lies: CıDı statt: CıD. 

unten lies: „Büschel‘“ statt: „Büsche‘“. 

oben lies im Satze links: „des“ statt: „der“. 

unten lies im Satze rechts: ‚aus‘ statt: „mit“. 


u. f. von oben: ist statt des Zeichens „+“ „proj.“ zu setzen. 
von unten lies: SM statt SM. 


oben lies: „je ein Paar“ statt: „ein Paar“. 

oben lies: „Strahlen“ statt: „Strahleu“. 

oben lies: „welchem“ statt: „welchen“. 

oben lies: „des von“ statt: ‚der von“. 

oben lies: „von c“ statt: „von C“. 

oben lies im Satze links: „angehörige“ statt: „angehörigen“. 

unten lies: „PB“ statt: P. 

unten lies: „da in Bezug“ statt: „da Bezug“. 

oben lies: „dieselbe“ statt „dieselben“. 

oben lies: „Kurvenbüschel‘“ statt: ‚„Strahlenbüschel“. 

unten lies: „p‘ statt: pı. 

oben lies: „Q“ statt: q. 

unten lies im Satze rechts: „Kurve“ statt „urve“, 

oben lies im Satze links: „Ks“ statt: K und im Satze rechts 
„Ks“ statt: Ka. 


2 . 
Seite Zeile 
66 7 von oben les: „die* statt: „der“. 
v0 12  „ amten lies: „ba statt: dedl, 
66 &  ,„ unten lies: „muss“ statt „müssen, 
07. 16  ,„ oben Les im Satze rechts: „.k." statt: „Kr 
67 23  ,„ oben lies im Satze rechts: „und statt „mit“. 
v DD. oben Jies: „also statt: „ad.“ 
) 1 „ unten hies: „.f/* statt: 4. 
‘ı. 1 ,„ oben lies in dem Satze rechts: „ki“ statt: =. 
4 13 ,„ unten lies im Satze links: „Tripels* statt: Tripel. 
78 >. oheik- Jess PP PR Statt: PP, PT 
gu 11  ,„ oben lies: Pınkte — dem Potenzerntrum statt: Punkt dem 


Poteuzeentrum. 


Ss 9  „ unten lies im Satze rechts: „sehneiden“ statt: „scheiden“. 

sl 1, oben ebenso. 

84 6 ,„ unten lies in dem Satze rechts: ka statt kı. 

sh 14  ,„ oben Hies in dem Sutze rechts: „Polare“ statt: Polar. 
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